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ПРЕДИСЛОВИЕ, 
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Тефиняз. 


Небольшая кпига, которую мы теперь выпускаем 
в свет, преследует очель скромную цель: дать ясное 
и согласное © тактами изложение истории возник- 
новения и развития учения о логарифмах. 

До самого последнего времени даже в трудах, 
посвященных специально истории математики, ветре- 
чаются Фактически неверпые утверждения относи- 
тельно логарифмов, что об’ясияется во многих слу- 
чаях невозможностью ознакомитьея в подлиннике 
с чрезвычайно редкими нервоисточииками. Но трех- 
сотлетний юбилей логарифмов, пришедшийся на 
1914 г., вызвал вновь интерее к истории этого 
важного открытия. Теперь, благоларя трудам мно- 
тих исследователей, мы имеем подлинную картину 
развития идеи о логарифме от самого ее зарожде- 
ния до построения первых Фхундаментальных таблиц 

Очень может быть, что многие, прочтя заглавие 
этой книги и вспомнив при этом о скучнейших таб- 


* 
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лицах логарифмов, спросят: что же может быть 
интересного в истории логарифмов? 

Если в ответ на этот вопрое они с удивлением 
из нашей книги узнают, что идеи Непера о лога- 
рифмах являются первыми проблесками глубоких 
мыслей, лежащих в основе анализа, бесконечно-ма- 
лых, вели почувствуют некоторое удовольствие при 
внде того, © каким трудом и с каким остроумием 
эти идеи были претворепы в табличные числа, то 
чего большего может желать автор такой кники, 
как эта? 

Для придания большего интереса нашей книге 
к ней приложены снимки заглавных листов и от- 
дельных страниц из весьма редких подлинников; 
это может заставить читателя живее почувствовать 
ту отдаленную эноху, о кото ой идет повествование. 

Но такая роскошь при современных условиях 
стала возможной только благодаря исключительному 
вниманию, проявленному «Научным Книгоиздатель- 
ством» ири издании этой книги, за что автор ее 
считает долгом высказать деятелям этого издатель- 
ства свою искреннейшую благодарность. 


Историческое значение изобретения логарифмов. 


Логарифмы были изобретены и вошли в употребление 
тристь с неболаиим лет тому назад. Это событие считается 
одним из важнейнрих в истории математических наук, © чем 
легко согласится велкий, даже поверхностно знакомый с исто- 
рней математики. 

Еели смотреть на вещи с практической точки зрения, 
то от леякого применения математики к любому конкретному 
вопросу в конечном счете должно требовать получения пеко- 
торого числа, которое получается в результате ряда действий 
над другими чиелами, принииаомыми за данные. Но действи- 
тельное выполнение Дажо Таких сравпительно простых дей- 
ствий, как умножение, деление, извлечение корпей и т. и., 
особенио, когда их иужио совершать несколько раз подрял, 
отиимяет мпого времепи и крайпе утомляет вычиелитехя. 
Поэтому изобретение приемов, дающих действительное упро- 
щение числовых выкладое, представлиетея делом весьма важ- 
ным, доставляя экопомвю сил и позволял одиому человеку 
сделать больше, чем доступно даже для многих без таких 
упрощенных приемов. 

"Трехеотлетняя практика всех вычислителей вполне дока- 
зала. что благодаря логарифмам числовые вычисления были 
чрезвычайно облегчены и через это, по словам Лапласа, как 
бы удлинитась самал человеческая жизнь. Трудно представить 
себе, как можно было бы без помощи логарифмов производить 
те колоссальные вычисления, которые требуются, например, 
в современной астрономимн, 
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Таким образом, е точки зрения вычиелительной правтики, 
изобретение логарифмов по важности можно смело поставить 
рядом с другим более древним великим изобретепием Индусов— 
нашей десятичной системой нумерации. 

Но и с чисто теоретической точки зрения введение са- 
мого понятия о логарифме, как о некоторой новой функцио- 
нальной связи между переменными величинами, сыграло ог- 
ромную роль в истории математики, вполне вызснившуюся 
ири возникновении анализа бесконечно малых и ставшую 
еще более очевидной при дальнейшем его развитии. 

Лля понимания и оценки всякого большого научного 
открытил необходимо выяснить, кал оно произошло и как 
развивалось далыпе: в процессе развития оно часто принимает 
совсем иную форму, нежели та, в которую облекли его пер- 
вые изобретатели. 

Это особенпо справедливо в отношении логарифиов, исто- 
рил которых поэтому предетавляет большой интерес. 

Нужно стремиться узнать— говорит Лаграяж— путь, 
часто непрямой и трудный, которым шли первые 
изобретатели, различные приемы, воторыми они вы- 
числяли логарифмы, чтобы понять, сколь миогим мы 
обязаны этим истинным благодетелям человечества. 


Кание средства для упрощения вычислений применялись 
до изобретения логарифмов. 


Потребности астрономии, достигшей к вонцу ХУ сто- 
летия значительного развития, & также других прикладных 
наув, настоятельно требовали усовершенствования вычиели- 
тельных средств. 

Чтобы судить, насколько это было необходимо, достаточно 
вспомнить колоссальный трул, затраченный Кеплером ири 
исследовании орбиты Марса. 
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Особенно чаето встречаются и особенно утомительны при 
вычислениях действия умножения и деления. С целью упро- 
стить хотя бы отыскание произведений в ХУТ столетии были 
ужо в употреблении два приема. Первый из них, который 
пазывалея Ргофарйеховв (от греческих слов: хроофеси: — ело- 
ение, &-охресц: — вычитание), оспован ва употреблении из- 
вестных с0 времен Арабов формул 


тает = (св (а— В) с0з («+ 8)) 


608 @ со В — ы сов (а— В) 4 сов («+ 8)) 


ий имевшихся уже тогда обширных таблиц натуральных си- 
нусов. Этот прием, подобно логарифмам, позволяет сводить 
умножения к сложениям или вычитания. 

Сонерщенно такую же услугу могли оказать таблицы 
квадратов при употреблевии форыулы 


р = 1-5: —@ 58, 


Й такие таблицы, содержащие квадраты веех. целых чи- 
сед до 100000, были действительно изданы Аптонием Магини 
в 1593 году нод заглавием „Таба ергауонеи“. 

С целью облегчения вычислений пробовали также при- 
бегать в сокращенным способам действий и механическим 
приемам. Так, известиый всем способ сокращениого умио- 
жения был введен и употребление Бюрги около 1600 года. 
Сам Ненер, дяже поеле опубликования своих логарифмических 
таблиц, счел полезиым издать особое сочинение „ВобЧоюуи“ 
(1617), в котором для выполнения умножений и делений 
предлагается механический прием с помощью особых ечет- 
ных палочек, 

Но все эти приемы достигали своей цели лишь отчасти 
и очень несовершенно. 
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Нужвда в упрощении числовых выкладок продолжала на- 
стоятельио требовать изобретения более пригодных для этого 
средств. 

В истории науки Чисто случается, что назревший вопрос 
получаот почти одновременно решение е разных сторон. Так 
было и с изобретением логарифмов. 

Введением в употребление логарифмов мы обязаны двум 
ученым ХУГ—ХУЛП столетий: Неперу (Мариег, 1550 — 1617) 
и Бюми (Гагоь 1552 — 1612), хотя злелуги их в этом отно- 
шевии весьма норавноцепны. 

Теблицы их, составленные у каждого по евоему способу, 
вычиелялиею как можно думать, почти одновременно в самом 
конце ХУГ и начале ХУП столетья. По Иепер опубликозал 
свое сочинение в 1614 г., тогла как Бюрги только в 1620 г. 


Отнуда вознинла первая идея о логарифмах. 


Было бы в высшей степени ошибозио думать, что самое 
предетанление о логарифмах у порных их изобретателей било 
то ке, какое для нас теперь лвляетея столь привычным. 

Говоря 0 логарифмах, мы прежде всего соглашаемся рас- 
сматринать искоторое число, как оспование системы логариф- 
мов, И тогда даем логарифмам при выбраниом основании такое 
определение: лозорифм каждою числа ссть показатель той 
степены основания, которая фавна этому числу. "Так, для 
общеунотребительных таблиц за основашие принималтея 10, 
и табличные логарифмы чисел суть приближенные значения 
показателей степепей 10-и, предетавляющих эти чиела. 
Такое определелие логарифма представляетея наиболее про- 
етым и естественным, но оно вошло в употреблепие сравни- 
тельно очень поздно. а именно только со второй иоловины 
ХУ столетия. В конце же ХУГ столетия о такой точке 
зрения на логарифмы не могло быть и речи. 
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В то время алгебраические обозначения находилиеь еще 
в зачаточном востоянии, и понятие о степенях с дробными 
и тем более с иррациональными показателями совершенно 
отсутствовало. 

Первые идеи логарифиического вычисления в их грубей- 
шей форме возникли из сопоставления членов геометрической 
прогрессии © арифметической прогрессией их порядковых 
померов или же чисел, им нрюпорциональных. 

Следы такого сопоставления восхолят к древности и до- 
вольно яено выражены в одном месже Архимедова Исаммита. 
В этом месте Архимед пиражнетея так: „Если будет дан 
ряд чиеел в непрерывной пропорции (т. е., по пашей 
терминологии, паходящихея в геометрической прогрессии), 
начиная от единицы, и если два члена его перемно- 
жить, то произведение будет члепом того-же ряда, 
настолько удаленным от большего множителя, на- 
сколько меньший удален от единицы; он же будет 
удален от единицы одним членом меньше против 
того, пасколько удалены от нес оба множителя 
вместе“. 

При современных обозпачепиях смысл этого места можно 
передать так: если с геометрической нрогрессией 


1, а, @*, @3,... 


сиюставить ирифметичеекую прогреесию порядвовых номеров 
ее членов 
1 


Я а 


то произведение двух членов нервой @”" и 4” будет членом 
той же прогрессии, порядковый номер которого равен сумме 
порядковых номеров множителей без единицы, т. е, ж--®-Е 1. 

Это, хотя и простое, но важное замечание Архимеда не 
осталось незамеченпым и повторяется почти во всех значи- 
тельных сочинениях ХУ и ХУГ столетий © тем лишь улуч- 
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пением более нозлыего проиехождения, что за порядковые 
номера чденов геометрической прогрессии принимаются числа 
0,1,2,3,... или им пропорциональные. Так, у франдуз- 
ского математика Срадиеб в его сочинении 1484 года „1 
Тнраму сп 1а эоетсе 4ез М№лиябгез“ мы находим, в виде 
примеров, сопоставление прогреесий 


ОТ, 5% Зы 

а 
или 

Оз Ча м5 Зе. 

1, 8, ©. №... 
е виолнео яеным указанием ий то, что произведению двух 
членов геометрической прогрессии отвечает в арифиегической 
ипрогресени член, равпый сумме тех, которые ствочают мно- 
жителям. 

Подобиые замечания встречаютея и у других авторов 
того же времени, но в особенно развитом види мы находим 
их у Отшрелл (БЫ, 1486 —16567) в сго сочинении „.4ий-. 
тейев Тиедта“ 1544 года. Стифель продолжил оба ряда 
влево, введн, как бы мы сказали, отрицилельные показатели. 
Так, лля примера, он сопоставляет ряды 


О т 


1 1 ] 


3’ РИ 9? 1,2, 4, Эа 


и даже числа первого ряда называет показателями (ехро- 
пеп(ев). 

Связь между этими рядами у Стифеля с полной яснослью 
установлена в следующих предложениях: 

1° Сложению в арифметических прогресеилх от- 
вечает умножение в геометрических. 

2° Вычитанию в арифметических прогрессилх от- 
вечает деление в геометрических. 


ОТБУДА ВОЗНИКЛА ПЕРВАЯ ИДЕЯ 0 ЛОГАРИФМАХ, 11 


3° Простому умножению (т. е. числа на число) 
в арифметических прогрессиях в геометрических 
отвечает умножение на себя (возвышение в степень). 
Так, удвоению члена арифметической прогрессии 
в геометрической отвечает возвышение в кнадрат. 

4° Делению в арифметических прогрессинх сет- 
вечлет извлечение кория в геометрических. 

Стифель, повидимому, и сам солнавал важность и возможное 
разлитие с:0%х замечаний; на эту мыель ваводят собственоые 
ого слова: „Роззеё Ве иге поуцз НБех имесог зегИУ @е шйга- 
Ы Низ пишегогит, ве оррогёеб иЁ ле 516 забЧасан, её са 0318 
осин афенли“ '). 

Нельзи пе призвать, что в прикзденных замечаниях 
Стифеля очевь ясно выражена основная идея логарифмичееких 
вычислений, т. е. указание на способ сводить действия умно- 
женил, деления, возвышения в степень и извлечения кория 
на более простые действия сложения, вычитания, умноко- 
ния и деления. 

Цо для практичеесого овущистиления этой идеи пвужио 
было ввести в рассмотрение весьма медленно растущую гео- 
метрическую прогрессию, так чтобы промежутки между сосед- 
ними ее члепами были освелики, © целью охватить возмоляио 
больше чисел в одной прогресеин. Это требовало выполнения 
вигаитской вычислительной работы, после совершеийя которой 
ирииции логарифмического вычисления действительно мог 
быть нрименен на практике. 

Повидимому, в прямой связи со Стифелем за эту гранди- 
озную !аботу взялел Вюрги, о таблицах которого и ирименеп- 
ном им способе вычисления мы будем говорить подробио 
ниже после того, как рассмотрим во всех деталях то, что было 
сделано Непером. Заметим здесь же, что одно лишь соноста- 


1) „Можно било бы нанисать целую новую кпигу об этих уди- 
вптельных свойствах чисел, но здесь я этпм ограничусь и пройпу 
мимо с закрытыми глазамл“. 
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вление прогреесий арифметической и геометрической не мо- 
жет служить теоретической основий общего понятия о лога- 
рифме. В самом деле, если сопоставить члены арифмегиче- 
ской прогрессии © соответственными членами геометрической, 
как их логирифмы, то логарифиы будут определены лить для 
дискретного ряда чисел и останется соверонно ненсным, 
что следует понимать под логарифыом числа, но содержашо- 
гося в геометрической прогреесни. 

В таком предетавлонии о логарифые не будет достаточной 
общиоетн. 

Нопер, клк узилим пиже, далево опережыт современником, 
сумел избегиуть утой теоретической трудноети, лав еопершенио 
общее определение логарифма и введя таким образом н науку 
новый вид функциональной спязи между поарерывно менятю- 
щимиел величилами, Достойно удивления, что все это было 
сделино в то время, когда не было лено выражено даже самое 
понятие о функциональной свизи. 


Джон Непер и его труды, относящиеся к логарифмам. 


Джон Ненер (Зови Харсг), барон Мерчтистонекий, родилел 
в 1550 году в своем родовом замке Мерчистон блил Эдинбурга 
в Шотландии. Цоеле предиринатой им и 1566 году поездки 
по континентальной Европе с целью нополнения первоначаль- 
вого образования, он возвратилел в свой замок и 1571 году, 
где и прожил до своей сморти, последовввшой в 1617 году. 
Характерно для той эпохи, что Чепор, прозвивший в области 
математики лакую гениальную изобретательность, в тож: 
время усердио запимадея теологней и мягией. Перпое ис- 
чатное его проязведенио 1594 года, паполненное с пашей 
точки зрения в высшей схепени страипыми вещами, поеви- 
щено толкованию Апокалиисиеа. Ш богословекой литературе 
того времени оно обратило ча себя внимание и было перевс- 
дено на многие ппостранные языки. 
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Насколько Непер был убежден в силе своих магических 
знаний, доказывает заключенный им с соседним бароном пись- 
менный договор, по которому Непер обязывался силою магии 
обнаружить в цоместьнх этого барона клад, за что и выго- 
варинал себе, в виде вознаграждения, третью часть найден- 
пого. Цомогла-ли магия Нецеру в этом предириятии, мы 
не знаом. 

Как бы то ни было, ереди этих страчных заплтий Непер 
в тиши работал и над математическими вопросами. Вогла. у 
ного заролилась первая мысль о логарифмах, екохько времени 
понадобилось, чтобы привести ее в загонченную форму и, 
в особениюсти, какое вромл потребовалось для завершения ги- 
‘аитекой работы но составлению таблиц— на все эти вопросы 
мы можем отвечать лишь очень гадательно. В послелнем 
своем вочинении „ВабЛоюд“, изданном в год смерти автора, 
т. е. в 1617 году, сам Непер говорит только, что его таблицы 
или „канон“ логарифмов были составлены задолго ло их 
опубликования. Из переписки Деплере мы узиаем, что еще 
в 1594 году один шотландеп, друг семьи Цепера, сообщал 
астроному Тихо Брее о некотором новом способе, весьма 
облегчающем вычиелевил. 

Если припнть эту дату, то окажется, что Пепер владет, 
по крайней мерс, принцином логарифмичееких вычислений 
за 20 лет до первой своей публикации по этому предмету. 

В 1514 году плода многолетних, без сомпения, трудон 
были опубликованы в сочинении, носящем заглание: „Дате 
ТГодагййтотит Сатотаз Чезетрио“. 

Способ вычисления таблиц, помещепных в этом сочинении, 
не укззываетея; но, вместе с тем, высказано следующим об- 
разом намерение затронуть в другом сочинении этот вопрос: 


Айтотнро. 


Оита Вайлз Табиае са]сооз, Чо: р№тиа Говахога 
орз её аШоепа регбе деЪивзей, ппаз фапит ореха её т@из- 
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бла абзотаьи$ Ц, поп того е56 5: раки еггогез ш сала 1егер- 
зеншё. Нвее 16Ног яуе а Торлабаз ЛаззНа@те, ыуе Туро- 
тары теима ргофесЫв, 1оповсаль офзесго, фепеуоН Госвюгез: 
пе епии аш шйгта уа]еба9о, бло гегат сголлогит еига 
ргаер 1, фаотш лаз зесипдал №18 сигаю аЧыБегет. Уегат 
в Волаз шуепЫ изаш егиб1И5 отайиа Юге пиеНехего, ЧоЪо 
Рокбазве Фгеу1 (еб азругаке) гайопет ас шефойи аи Виое 
Сллопеш етепдло, заё степдабогет @е поуо сопйерй, & 
Ил рАитане Горлеыгиш ЧИ ахетНа, шоайог бапе её пссигафог, 
иахо ати орегл Пег? роб ш ее ргодеаё, МИ т ог 
ремеенипт. 
В переводе эго значит: 


едомаение, 


Так как вычисление этой таблицы, которое долж- 
но было бы выполнятьея при участии и старавии 
многих пычислителей, сделано трудом и искусством 
одного, то пе удивительно, если в нее пикрались мно- 
гне ошибки, Произошли-ли эти ошибки ведедствие 
утомления вычислителя или по неброжности тицпо- 
графа, за них прошу извинения у благосклонных чи- 
тателей; мне лично как слабое здоровье, тав и ваботы 
о более важных делах мешают вновь самому взяться 
за это дело. Однако, если я увижу, что учепым при- 
нтна польза этого изобретения, то, может-быть, в ско- 
ром времени (с помощью Божией) я дам обяенение 
способл, как улучшить этот канон или переделать 
заново в улучшенном виде, чтобы таким образом тру- 
дами многих вычислителей выпустить в свет его 
более тщательно и точно исполновным, чем было 
возможно для одного. Ничто еначала не бывает со- 
вертенным. 

Обещанное сочинение с об’яенепием способа составления 
таблиц появилось в свет в 1619 году, уже после смерти 
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автора, под заглавием „Вёмуйс Годатйитогит Сапотиз соп- 
зи йо“. Оно было издано сыном автора Робертом Непером. 

„СопаигиеНо“, поведимому, при жизни Непера не подверг- 
лось окончательной обработке, а в том виде, в каком оно 
издано, было по всей вероятности написано раньше „Ое- 
зсрио“. По крайней мере, самый технический термин лога- 
рифм (от греч. слов: А0то- — отношение, вр рос — чиело) 
встречается только в самом заглавии Сопзхгаено, в тексте 
же логарифмы сще называются пимеге агы стае — 
искусственные числа. 


Содержание „ОезсгрНо“ и „Сопзгиейо“. 


„Резетрныо“ подразделяется на дво части, из которых 
первая содержит 57 страниц об?ненений, вторая же 90 стра- 
ниц таблиц. В об‘яснительной части дается общее определе- 
ние логарифма, о чем подробнее мы будем говорить пиже, 
затем излагаются свойства логарифмов и их применения 
к различным численным операциям. После этого следуют ари- 
меневия логарифыов к задачам плоской и сферической три- 
гонометрии. Здееь, межлу прочим, дано впервые известное 
правило пятиугольника, позволяющее без труда написать 
все соотвошевия между углами и сторонами прямоугольного 
сферического треугольника. 

Из приложенного здесь образца страницы таблин видно, 
ч10 таблицы Непера собетвенно легарифмически тригоно- 
метрические. В то времл чувствовалась наибольшая потреб- 
ность в сокращении тригонометрических выкладок, отчего 
и понятно, что Непер прежде веего постарался дать таблицу 
логарифмо. тригонометрических линий, 

По принятому тогда обычаю радиус круга или полный 
синуе (3105 1008) принималея разным 10000000 — 107 
и в деслтимиллионных долях его выражались вее триго- 
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нометрические линии: синус, тангене и т. д. в виде целых 
чисел. Точно также и логарифиы даются у Непера, как 
целые числа, содержащие до 8-и знаков. Таким образом 
поступали тогда по той причине, что десятичные дроби, 
правда, уже известные тогда, еще пе вошли во всеобщее 
употребление. 

Эти об’яснения необходимы для современпого читателя, 
чтобы правильно понимать устройство таблиц Ненцера. 

В таблицах Непера помещены как натуральные значения 
синусов (и косинусов), так и логарифмы их, а также и тан- 
тенсов, дли углов от (0° до 90° через одну минуту. Раеположе- 
ние таблиц, как и топерь, полуквадрантное, так что 
водной и той же строке находится логарифмы еипусов допол- 
нительгых ло 90° углов. Пазности этих логарифмов помощены 
в столбце с подуатоловком РИгепае и являются логариф- 
мами тангенеов соответственных углов, 

Необходимо отметить, что логарифм полного синуса, к^- 
торый соответствует ухлу в 90° и равен радмусу, т. е. 107, 
принят равным нулю. Логарифмы прочих синугов  предета- 
вляютея положительными числами, растущими с уменьшением. 
угла. 

Часто теперь натуральные  логарифмы, за основание 
которых берется ианестиое число е— 2,7182818284..., на- 
зываютея Неперовыми логарнфмами, но это совершеняо яв- 
правильно, В строгом смысле слова об основании Непверовых 
логарифмов нельзя говорить по той причине, что нуль не 
есть логприфи единицы, но полного синуса, т, е. 107, Еели, 
однако, все табличные синусы и их логарифмы разделить 
на 107, то тогда получатся логарифиы при основании 1/е, 
Так что если обязательно связывать Неперовы логарифмы 
с некоторым основанием, то этим основанием будет не е, & 
величипа обратная 1/е. 

Точная связь между натуральными и Неперовыми лога- 
рафмами может быть представлена так. Если согласимся 
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через ЁМ№ называль Неперов логарифм числа №, знаком же 
10с М№ будем обозначать натуральный логарифи того же числа, 
То тогда имеется соотногтение 


107 
м 


В определении логарифма у Непера по причинам, об’яе- 
ненным выше, нет и речи об основании; однако, некоторый 
произвол в выборе логарифмической системы все-таки суще- 
ствует, на что ухазывает и сам Непер. Ма принятой им 
системе, в которой полному синусу ирицизывается логарифы, 
равный нулю, логарифмы же прочих синусов возрастают 
с уменьшением углов, было целесообразно остановиться велед- 
ствие того, что в тогдашней тригонометрии очень чаето 
нужно было умножать и делить на полный синус, & эта 
операция при логарифмических вычислениях особенно упро- 
щалась, когда полному синусу приписывалея логарифм 0. 
Кроме того, быдо, конечно, желательно, чтобы логарифмы 
прочих синусов выражались положительными числами. 

Для целей нашего исторического очерка больший интерес 
представляет второе, относящееся к логарифмам, сочинение 
Непера — „Сапотиё соли“, о котором уже упоминалось 
выше. Дальше мы подробно рассмотрим пвиболее суще- 
ственные части этого сочинения, теперь зке ограпичимся 
весьма кратким описанием его содержания. 

Сочинение это очень невелико ио б’ему: оно содержит 
всего 57 страниц, не считая двух страниц предисловия 
издателя. 

В нем дается прежде всего полное определение логариф- 
мов и на основании этого определепия выводятся основные 
их свойства. Затем следует подробное онисание способа, 
какой был применен для вычисления логарифмов. Наконец, 
в прибавлении (Арреп@х) указызается, как бодее удобная 
во многих отношениях, новая система логарифмов, совпада- 
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ТМ = 107 105 


Ог. 9 х 
Го - -- } 


Ри] бони || Горлейряз | рисуете | есай вия ГГ 55 р. 
$ #427203 1 123581 во 


® 1964345 | |] 18591174 [1 | 23 9876883 
|: 196718 14532120 1 18408484 | 124342 5876427 | 52 
а | 1570001 [| | 185145 11| 18380707 | 124894 | | 9875071 | 55) 
3 | 1572204] | 15400231 | 18370204 | 156267 | | 9575514 | 57. 
4 | 15758371 | 15477084 | 13312253 | 1297311 12877056 | 56 
$ | 1578700 } | 18455772 | 38333576] 116156] | 9874595 | 55 
6 | 51591] | 13441574 | 18314233 | 126661] | 2474137 | 54 
1584453 | | 28423491 | 18296324 | 1371371 | 2373.677153 
$ 1587325 18405341 | 18277747 М 28 73% 16. 52. 
Е 1520197] {11337265 | 15259203 | 123062] 19872754 | 9 
[10 1593060 18362223 | 13240602 | 128531 [раз $0. 
11| 1525941] [18351214 } 8222213} 129001] [0371827 | 49 
|5; 1505812 | | 15333237 | 18203765 | 1259472] | 987136? | 48 
53| 1601684 | | 18315394 | 19185358 129043] | 0870807 | 47 
94| 1604555 | | 18257384 | 18166969 | 139415 | | 9870431 | 46 
#5 | 1007426] | #272507 [ 1814800] 135838 ] | 9305704 | 48 
16| 1610257| | 13261663 | 181303011 131362 | [9869406 | 44 
#7’ 1613168 | | 18243851 | 18112014 | 38337 | | овсзоь 93° 
3 | :616038 | | 8226071] 18093758 | 1353131 [2808557] 42 | 
о | 16182001 | 18208323 13075533 | 122700 | | о8бЗовУ | д! 
Во] 1617 | | 181205606 | 180573:8 | #33263 | [9867616 [ 42 


ЕЕ |` 1624649 39172024 | 18939177] 133747] | 9867144 | 82| 
22| 1627510 3;$ 1552731 18031047} 134226| | 9366671 | 3$ 
966197 


18337654 | 13002948 | 134706 37 


18120067 | това во ] 1351371 [ 25057:1136 
25 | 1636120} } 153102511] 179668421 135660 | | 0805246 | 35 
26 { 1638500 | | 18084087 | 17048835] 13015:| | 9864770 34 
27] 16418608] ] 15067495 ] 17230859] 136636| |] 2864203 | 33 
ЕЗ | 1644738 | | 18050934 | 17011013 | 137121| [10863815 | 32 
20. |-*21647607 | | 185326941 17894927 } 137607] | 9863336 [31 | 
Зо | 1659470 | | 18915 207? 1777114] 133073 | 9862856 |306 | 
` ; Е ИТ.) 
| 1 } С». 


Страница из таблиц Непера 
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ющая в сущности с десятичной. Для полноты следует еще 
упомянуть, что в том зже сочинении впервые даны известные 
формулы из сферической тригонометрии, называемые ана- 
логиями Непера. 


Определение логарифма у Непера. 


Как было уже раньше сказано, понятие о логарифме 
могло возпикнуть при сопоставлепии арифметической и геомет- 
рической прогрессий; но было таюже указано, что па одном 
дип, этом сопоставлении двух дискретных рядов чисел нельдя 
было построить полную теорию логприфиоп. Ценер обошел 
Эту трудность весьмл, замечательным лая того времени слособом, 
связавши наглядимм образом непрерывпый рид чисел и их 
логарифмов с расстояпинми, пройдениыми лвуми точками, 
движущимися по изнестным авконам. 

Нредставим себе две пряиые ТА и ИУ; первая прости- 
рпется от точки ЁН влево, ири чем длина 


М ты. В 


ТА принимается равной полному гинусу, т. е. 107, вторая 
же от точки У простирается пеонределенно п обе стороны. 
По этим прямым в направлепии, указаниом стрелкой, дви- 
зкутся две точки и олновременно проходят черюз положения 
Т и 7. нмея в этот момент рапиые скорости: но в то времл, 
как движение точки по второй прямой равномерное, по пор- 
вой прямой точка движется пропорционально - замед- 
ленно, т. е. это движение  сопеинаетея © переменной 
скоростью, которая в каждый момент пропорциональна оетан- 
шемуся расетолнию до точки И. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЛОГАРИФМА У НЕПЕРА. 19 


Пусть соответственные, т. е. отвечающие одному и тому 
же моменту времени, положения первой и второй точек 
будут 1/ и №; тогда, по Неперу, длина ИМ, выражен- 
ная в тех же единицах, как полный синус, есть 
логарифм величины МА. Полагая УМ=у, МЕ х 
и присваивая знак Х для обозначения Неперовых лога- 
рифмов, будем, следовательно, иметь 


у _ 12. 


Движущиеся точки, по условию, одновременно проходят 
через положения Ги 7; поэтому при х —107 будет у 0, 
т. е. логарифы полного синуса -0. Кроуе того, ясно. что 
© уменьшением числа его логарифм возрастает. 

Если первая точка до момента прохождения чероз Г за- 
нимает положение ЛМ, так что длина х ВМ’ больше нол- 
ного синуса, то вторая точка будет находиться в № слева 
от Г. В этом елучае представляется естественным—и Иенер 
именно это и делает—принимать за логарифи 2 АМ, 
отрицательное число, абсолютнан величина которого давтея 
длиной отрезка ИМ№. "Таким образом в системе Менера лога- 
рифмы чисел, больших 107, отрицательны. 

Если вдуматься в предложенное Менером определение 
логарифма, то легко будет понять, что движением двух точек 
в наглядную форму облекаетеи дифференциальная зависимость 
между двумя переменными величинами: числом и его логарифмом. 
Чтобы получить эту зависимость в совроменных обозначениях, 
назовем через © постоянную скорость второй точки; тогда, 
во-первых, имеем 


а ооо 


называн через $ время. Скорость точки, движущейся по первой 
праной, в тот момент, когда она отетоит ва длину 2 от А, 


по завону пропорциопально-замедленного движения будет 
% 
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9х . 

107? 
поэтому, припимая во внимание, что с течением времени 
д убывает, можем написать 


4х 9. 
р р 
и 107 ово вв ( 2) 


Из (Г) и (2) шо исключении времени находим такое 
дифференциальное уравнение между у их: 


4х ЕЯ 
Чу 17° 


№ общий иитограл ест, 
у с— 107 юрх. 


Постолиния с определястел ил условня у О при х— 10% 
отсюда с==107]06107, и, следовательно, окончательно поду- 
чаетел такая зависимость, между логарифмами Менера и иа- 
туралеными 


Р 107 
У— [м 107105 :. 


Эта, зависимость была уже указана выше. 

Итак, в самом определении логарифма, которое мы ветре- 
чаем у Ненера, порИейо содержится необыкновенно илодо- 
тлорная иден усгапавливать зависимость межну неременными 
величинами по связьвающему их дифференциальному уравио- 
нию. Ота идел получиза широчайшее примепение в совре- 
менном анализе и нотому весьма интересно было отметить, 
что зачатки се спязаны © историей возникповения лога- 
рифыов в самом начале ХУП столетил, следовательно, задолго 
до еоздания анализа бескопечно-малых. 
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Основные свойства логарифмов. 


Основные свойства логарифмов, вытекающие из них 
определения, Нелер выводит, скорее руководясь интуицией, 
чем строго доказывая. Важнейшее из них состоит в том, 
что логарифмы пропорциональных чисел имеют равные раз- 
ности, т. е. если четыре числа ЛМ, № Р, © составляют 


вропорцию 
М:ХМ=Р: [4] В 
то 
ЕМ— ГМ— ГР Г0. 


Оставаясь в круге идей Непера, можно доказать это 
свойство следующим образом, 

Птеть на прямой, по которой точка двигается пропорци- 
онально замедленно, отложены отрезки 


Р, Р, т 


т м м Р {9 В 


ВМ, ВХ: ВР, ГКО, изображающие числа М, №; Г, Фи №- 
тому составлнющие пропорцию 


РМ РР. 
ВМ еее 
Вставим между Л и М ряд точек №, Р... Рь_ь так, 
чтобы 
ПИ АГ ВР, ЧИ, 1 (2 
Ви п вы "т м ‚я ВЫ 


ы вынедем границы для времени, потребного хля прохожде- 
ния расстояния от РВ; и Р;. Если попрежнему © скорость 
точЕн, всгда она занямаег положение 7, тов Вт и В; еко- 
рости ее будут соответственно 


ИИ 
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р ВР ый: ВР; 
ВТ ВТ ` 
Так как скорость движония все время уменынаетеял, то для 
прохождения пути Р;4 Р; 60 скороетью, которая имеется 
в Раз, потребуется меньие времени, чем нужно при дви- 
жении © перемеяпьй скоростью, убызающей по об’аспениому 
закон}; наоборот, прохождекие того же пути со скороетью, 
соответетвующей его концу Р;, потребует больие времепи. 
Озчеюда следует, что время, нотребное для прохождения пути 
Р— РБ; будет больше, чем 
ВТ Ра 
9‘ ПР‘ 
и меньше, чем 
НТ ВВ 


9 ‘` ВР ° 
По из отношений (2) извлекаем 
МР _ Р.Р р, М 
ВР ПР, м, ВМ 
МР Ри Г.М. 
ВИ ПР пт а 


следовательно, 
Г Р.Р, РТ МР, 
1 тр, = © "ПМ 
ПГ РВ вг МР 
К) у 7 ‚Р, В 9 ь ИР 1 ! 
Таким образом время, потребное для прохождения каждого 
ив отрезков УР., Р.Р‚...Р,„-, М будет больше, чем 


ВТ МЫ 

о `° МВ 
и меньше, чем 

ВТ МР 


9 АР * 
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Далее, отсюда для времени #, потребного для прохожде- 
ния всего пути ИМ, получаются границы 
ВТ МР, ВТ МР, 


<Е<пт-- 


у в РВВ Ка (3) 


Если подобным ме образом между Ри О ветавить ряд 
промежуточных положений 5:, б-,...0.—1 пох условием 


ВР АВ, | 5, _ Ее Ви 1 (4 
тм в а 


то для времени #, в которое проходится отрезок РФ, полу- 
чатея границы 


ВТ РБ, р . ВТ Ри (5) 
7 и. — 
Но из пропорций (2) и (4) выходит 
ВМ" ВМ 
:Р, ВМ: 
р. 2 > 
АЗ, — 10’ 
откуда заключаем, на оеновании раленегва (1), что 
ВМ _ ПР 
ЛР 19 


и далее 
МР. Р9, МР, _ Р8,. 
ВМ ПР’ ВР 88,’ 


следовательно, вместо неравенств (5), можно написать такие 
ВТ МР, ь ВТ МР, 
-и<Р<в- 


"= ПИ и АР, 


Отеюда в соединении с неравенствами (3) получаем для 


7 


отношения `й границы 
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В о о М 
ВМ ЗЕ < ПР: 


Все это справелливо, каково бы ни было и. Ири бесире- 

дельшом ке возраетании и отношения я и ых беспре- 
АР, ВМ 

дельно приближаются к единице, поэтому имеем совершенно 


строго 
=, 


т. е. отрезки ЛЕХ и РО ироходятея в разиые премена, а эти 
времена иропорциовальны разностям логарифмов чисел ЛГ и 
М, с одной стороны, и чисел Ри ©, с другой; поэтому, на- 


конец, 
ГМ-ЕМ-ГР- 10. Ф. 1.1. 


Из доказаниого важнейшего соойства логарифмов пропор- 
циональных чисел непосредственно вытекает следующее его 
обобщение: если числа Л, №, Р,... И, У, И’ непрерывно про- 
норциональиме, т. е. 


и № й | 
се т 


0 догарифмы их образуют арифметичесвую прогрессию, тах 
что 


М -ЬУ ТГМ-ГР... МФУ ТУ-ТИ. 


Таким образом, из определенил Непера обратным путем 
получателя сопоставление геометрической ирогресеми чисел, 
и иритом веякой, с арифметической прогрессией их лога- 
рифмов. 

Из того же источника выводятся правила логарифмиро- 
запия. Чтобы вызести правило логарифмирования ироизведе- 
нил с --@, пишем пропорцию 
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из которой получаем 
Те - Га =Ш-—1', 
откуда 
Га Гар ь-Т, 


и далее в случае и множителей 

Тиве...1т Га +тГ+...-Ы-@- Пр. 
Правила логарифмирования степени и корня в системе 

Ненера представляются в выде 


Ги" пра ПГ1 


п—1 
п 


и 


Гуа = и Та [. 


Наконец, правило логарифмирования частного даетел равен- 


ТВОМ 
& 


ГА ь Га—Го-+ри. 


Отсюда видно, что в системе Непера правила логарифми- 
рования сложнее, чем для употребительных теперь логариф- 
мов, и именно потому, что у Цепера логарифм 1 отличен от 
нуля. 


Границы для логарифма. 


Как мы видели, логарифм у Пепера определяется в сущ- 
ности некоторых дифференциальным уравнением, и способ, 
употребленный Непером для вычисления логарифмов, в конце 
концов, есть приближенный прием интегрирования этого урав- 
нения, развитый весьма остроумно. 
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Олниы из существенных вспомогательных средств для этого 
являются две границы, в которых заключается разность логариф- 
мов двух чисел. Эти границы получаютел из следующих сообра- 
жений. Пусть точка, лвигающахлся пропорционально замедленно, 
за некоторый промежуток времени 


РЕН ЗЕЕ пропля раестолние 7М 107—х5 

Т М К вто времн, как двигающаяся раз- 
номерно по другой прямой точка 

и: прошла раестояние УМ Гх. 


У с. Р М г 
Так как обе точки проходят че- 
рез 1'’и И одновременно и ядесь имеют разные скорости и так 
как движение первой замедляется, то очевидно 


ТМ < УМ, 
т. е. 
107 —2Ёи ........ (1) 


Напротив, если заставить вторую точку выйти из У с0 
скоростью, готорую имеет первля точка в №, и предположить 
дальнейшее движение ое равномерным, то опа пройдет путь 
ТР, меньший пути ТМ, на котором наименьшая скорость 


достигиется в его конце М. 


Таким образом, 
УР< ТМ. 


Но отношение ГР и ИМ равно отношению скоростей 
первой точки в Ми Т, т. е. по закону движения этой точки 


равно ›„„.„„ следовательно, 


Е 
10 
х 
в 
УР = Я, 


откуда в связи с предыдущим неравенством получается 


и 
Тз< г: Е 


ГРАНИЦЫ ДЛЯ ЛОГАРИФМА. 27 


Положим теперь, что даются два числа № и М», при чем 
№ < М.. Определив х из пропорции 


№ _ < 
№ 10° 
нмесм, во-первых, 
ГМ 2М№. — Ге 


и. по-иторых, прибегнув к перавенетвам (1) и (2) получаем 


№, — М, 
Тиё з > 
> 10 м, 
№, №, 
Е т] ы 
Та < 10 м, 
Следовательно, 
И. 1 М, — М 
107 РВ < Е.М, -— ГМ, < ^ " ‚ (3). 


х, м, т 48 
Взив На этом осповании за приближенное значение разности 
1.№ — Г.М, полусумму найденимх грмтиц, мы допустим ошибку 
неизвестпого знака, но меньшую по абсолютной пеличине, 


чем 


о 8 2 
р М № 


Относительная погрешностт, во всяком случае будет меньше 
величины 


(№. — М) 
м, * 


которая мала, если № и М, близкие между собою числа. 
Этот прием приближенного вычисления разности логарифмов 

близких чисел заменяет Неперу интерполирование и доста- 

влиет результат е погрешностью, которую возможно оценить. 
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Способ вычисления логарифмов, примененный Непером. 


После предыдущих подготовительных соображений мы 
имеем уже возможноеть перейти к описанию остроумного 6по- 
соба, примененпого Непером для вычиеления логарифмов. 

Цепер пачиплет с составления убывающей геометрической 
прогрессии чисел, которая начинается числом 10000000 = 10° 
ив которой затем каждый член получаетен из предыдущего 
9999999 __ 

10000000 1 
мепателя прогрессии обусловлен двумл причинами. Пужно 
прежде всего, гобы прогроссия медленно убывала; иатом нужо, 
чтобы последонательные чдены прогресени нычиелялись проето. 
Это тробовацие соблюдено, так ках каждый член прогреесин 
получается из предыдущего отилтием одной досятимиллиоиной 
его части; слоловатольно при употреблении деслтичных дробей» 
которые, кстати сказить, Ненер одним ил первых стал нисать 
в той-жо форме, как это долаетсл тепер, все дело сводитея 
к пероноеу запятой и нычитапиям. 

Первая прогресеня доподител до 101 члешь по причинам, 
которые вылепятел пижо, Полученные тавим путем 101 чнело 
составляют первую вспомомительную таблицу. Начальные и 
конечные чиела этой таблицы нриподятел адесь н извлечении. 


умножением на Пыбор такого зна- 


Первая вспомоательная таблица значений 


ух 
п в. 
10 (1 =) 


для т =0 19, . .. 100. 
Помора С 
членов. Члены 
1 10000000 . 0000000 
1.0000000 
2 9999999. 0000000 


9999999 
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р Члены. 
3 9999998 . 0000001 
9999998 
4 9999997 .0000003 
9999997 
5 9999996 . 0000006 

и т. д. до 

101 9999900. 0004950. 


Па этом место Пенор остапавливается, получив 101-ый 
член 


9999900 .0004950, 
близкий к числу 9999900, отношение которого к 10000000 
сеть 99999 1 
” 100000 ^^ 1%` 


После составления первой вспомогательной таблицы нужно 
дать приближенные величины логарифмов входящих в нее 
чисел. Первый член имеет логарифмом 0, и так как числа 
таблицы составляют геометрическую прогрессию, то достаточно 
знать логарифы второго члена, чтобы пайти логаряфмы всех 
остальных. 

С этой целью в перавенстве, которое было установлено 
вышо, 


107 № — №! 2 2 — = № м -2 
1 


со 50% 
М. м в 
пужно взять №, =9999999, №, =10000000, тогда окажется, 
что Г 9999999 заключаетел в гранйцах: 


1 < 29999999 <1.00000010000001. 


Отсюда, умножая эти грапицы последовательно на 2, 8, 
4, . ., получим границы логарифмов 3-го, 4-го, 5-го ит. д. 
членов. Таким образом находится, что логарифм 101-го члена 
заключается в предедах: 


100 < 29999900 . 0004950 < 100.000010000001. 
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За приближенное значение этого логарифиа Нецер принимает 
полусумму найденных пределов и полатает 


[9999900 .0004950 = 100 .6000050. 


Допущенная при этом погрешность может быть оценена, 
как было указано выше. Но, прибегая в помощи рядов, можно 
без труда найти, что 


7.9999900 . 0004950 —= 100. 0000050000003333, 


что весьма мало отличаетел от принятого Непером значенил. 

Эная логарифи числа 9999900 . 0004950 с достаточною точ- 
ностью, можно далее найти логарифм близкого чибля 9999900. 
Для этого следует опять обратиться к неравенству (А), 
положив в нем на этот раз 


№: -9999900, № 9999900 .0004950. 


В результате получаетел такое значение разности лога- 
рифмов этих чисел: 

[9999900 — Г, 9999900 . 0004950 — 0.00049500495, 
точное до двенадцатого внака. Отсюда Непер получает 


Г. 9999900 —100.00050000495. 


Логарифм того же числа, вычисленный е помощью радов, 


будет 
[9999900 = 100. 00050000333885$, 


так что разница с предыдущим сказывается только в девятом 
знаке. Можно было бы подумать, на основании сказапного 
выше, что разница обнаружител только в двенадцатом знаке. 
Но следует иметь в виду, что последнее число первой вспомо- 
тательной таблицы будет 


9999900. 0004949933838 
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и, следовательно, вследствие накопления погрешностей при 
вычитаниях немного уклоняется от найденного Непером зна- 
чения. 

После определения логарифуа числа 9999900 Непер при- 
ступает к составлению второй, уже более быстрой, прогрессии. 
которал начинается с 107 10000000 и имеет знаменателем 
99999 
100000 10 
Результаты вычисления мы передаем точно в том виде, 
в каком оми даны Ненером. Дело в том, что в вычитаниях 
при построении второй вепомозательной тидлицы Нецер сделал 
оптибку и данные им значения поэтому уклоняются от истинных. 


.Эта прогреесия доводится до 51-го члена. 


Вторая вспомоательная тиблииа значений 


ТР \ 
и? ее 
10 (1 в 


дая т=0,1,9,3,.. . 50. 


Нозера 

денов. Члены. 
1 10000000 . 000000 
100 . 000000 
2 9999900.000000 
вы 99.999000 
8 9999800 . 001000 

и т. д. до 

51 9995001. 222937. 


Мы узе упомянули об ошибке, допущенной при составле- 
нии этой таблицы; после исправления этой ошибки вместо 
последнего числа 9995001.222927 должно было-бы получиться 
9995001.224804. Так как все последующие вычиеления 
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Непера основаны на ошибочном значении последнего члена 
второй вспомогательной таблицы, то не удивительно, что послед- 
ций знак в логарирмах Непера, как было уже дално замечено, 
не верен. В дальпейшем мы будем точно передавать чиела, 
Непера, не взирая на искакающие их ошибки. 

Во второй вспомогательной таблице логарифм поувого члена 
есть 0, логарифм второго члена уже известен © достаточиою 
точноетью на основации предварительного вычисления. Умно- 
жая ого на 20, ваходил логарифи моследнего член; Ненер 
иаходит 

Т, 9995001.232937 = 5000.02500. 


Па самом деле этот логирифм должен относиться к числу 
9995001.224804. Вычисление е помощью рядов длотг для 
логарифма этого числа зиочение 5000.02500017, мало отли- 
мощеесся от предыдущего. 

Посаедиео число второй таблицы мало отличлетея от 
числа 9995000, которого отношение к 10000000 равно 
1999 1 
2000 — 2000 
логарифмов близких чнсел, Непер получиот 


. Применая свон границы дли разности 


Г, 9996000 — 65001.2485357, 


но вто число, веледетвио упомянутой выше ошибки, уже 
значитолью отличастел от настоящего значения 


[9995000 — 5001.2504168. 


После этого составллетея третья вспомлательная таблица, 
члены которой, начиная от 10000000, составллют убывающую 
1 
геометрическую прогреесию со зваменателем 1— 3600` Эта 
прогреесия продолжена до 21-го члена. 
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Третья вспомозательная таблица значений 


1 т 
У ее 
ыы (1 5505 ) 


для т _0,1,92,.. . 20. 


Номера 


чаенов. Члены. 

1 10000000 . 000000 
5000. 000000 

2 9995000 . 000000 _ 
4997 . 500000 

3 9990002 . 500000 
4995 . 001250 

4 9585007 . 498750 _ 

ит. д. до 
21 9900473 . 578080. 


Логарифм последнего числа получается умножением най- 


дениого раньше логарифма числа 9995000 на 20; таким 
образом находится 


Г, 9900473.578080 — 100024.970774. 


Логарифм близкого числа 9900000 получается прежним 
ет собом; Непер дает для него значение 


Г. 9900000 — 100508.3210291. 


В результате этих вычислений Непер находит, что раз- 
ность логарифмов чисел, находящихся в отношении 1999 
к 2000 равна 5001.248; для чисел же, находящихся в отно- 
шении 99 к 100, эта разность есть 100503.321. 

Эти капитальные результаты служат основанием для 
построения более обширной таблицы, которую Непер называет 
радикальной таблицей ('Табща га@1са115). 
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34 ОЧЕРК ИСТОРИИ ЛОГАРИФМОВ, 


Радикальная таблица состоит из 69 столбцов, содержащих 
каждый по 21 чиелу вместе с логарифмами этих чисел. 

Первый столбец начинается числом 10000000, начальные 
числа остальных столбцов составляют геометрическую про- 


99 
грессию со знамепателем --_. В квждом столбце числа соста- 


100 
вляют убывающую геометрическую прогрессию со знамена- 
1999 1 
телем —— — . Таким образом, в каждом столбце 


2000 2000 
начальное число получаетея из начального числа предыдущего 
столбца отнятием одной сотой его части, а каждое число 
какого-нибудь определенного столбца получается из преды- 
дущего отнятием одной двухтысячной его части; составление 
чисел радикальной таблицы производится поэтому путем 
одних только вычитаний. 

Так как предварительными вычислениями уже определены 
разности логарифмов чисел, находящихея в отношениях 
1999: 2000 или 99: 100, то логарифиы чисел, составляющих 
радикальную таблицу, находятся © помощью одних сложений. 

Расположение радикальной таблицы приблизительно такое: 


Радикальная таблица, 


Столбец 1-ый. | Стозбец 2-ой. | Стозбец 69-ый. 
ЛТота- Лога- Лога- 
Числа. ела. 
Числа. рвены. исла рвемы, Числа риомы, 
| 
1007000 . 0000 о 9900000. 9000 | 100508.3 | 5028858 .8900 2834225 .8 
9995000 . 0000 5001.2 | 9895050 .0000 105504 .6 | 5046884 .4605 | 68238227 .1 
9990003 . 5000 10002.5 | 9890102 .4750 (110505 .8 | 5048811 .2932 | 6844208 .3 
9985007 . 4987 15003.71] 9885157.4227 115507.1-| 5044289 .3879 | 6849229. 6 
р ит. 


и т. д. н г. и. 5- 
9900473 . 5780 100025 .9 9801468 .8123 200528 .2 4998609 .4034 — 6934250.8 


Радикальная таблица доводитея до чиела 4998609.4034, 
близкого в половине полного синуса, т. е. х 5000000. Пользуясь 
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сволм способом оценивать развость логарифмов близких чисел, 
Непер находит 
Т. 5000000 — 6931469.92. 


Эта величина вместе с тем есть разноеть логарифмов 
чисел, находящихся в отношенин 1:2; утраивая ее, получаем 
разность логарифиов чисел, находнщихся в отношении 1:8. 
Логарифм числа 8000000 находятел с помощью радикальной 
таблицы и оказываетея равным 2231434.68. Числа 1000000 
и 8000000 нахолигся в отношении 1:8, и разность их лога- 
рифуов поэтому известна; отеюдл находится для логарифма 
1000000 значение 


1. 1000000 == 28025842.34. 


Вместе © тем это число есть разность логарифмов чисел, 
находищихея в отношении 1: 10. Ноеле этого Чепер вычисляет 
вспомогательную таблицу, дающую разность логарифмов чисел 
в отношепиях, составленных из отношений 1:2 и 1:10. 
Вот эта таблица: 


: 1000000 138155054 . 01 
12000000 145086523 . 26 
:4000000 152017992 . 48 
: 8000000 155949461 . 70 
:10000000 161150896 .38 


1:400 59914623 . 12 
1:800 66846092 . 34 
1:1000 69077527 .02 
1;2000 16003990. 24 
1:4000 52940465 . 46 


Отношение Разпость Отпошение Разность 
чнсел. логарифуиов. чнеел. логарифуов. 

1:2 6931469.22 1:5000 89871934 . (8 
1:4 13362988 . 44 1:10000 95103369 . 86 
1:8 20794407 . 66 1:20000 9908488 . 58 
1:10 230225842 . 34 1:40000 1095966807 .80 
1:20 20957311 .56 1:80000 112 91777 . 02 
1:40 2688370 . 78 1: 100000 115129211 .70 
1:80 43520250 . 00 1: 200000 122060680 . 92 
1:100 46051684 . 68 1:400000 128999.50. 14 
1:200 52983153 . 90 1:800000 135923619 36 

1 

1 

1 

1 

1 


Последнее чиело этой таблицы есть вместе с тем лога- 
рифы единицы. 
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После составления радикальной таблицы вычиеление окон- 
чательной таблицы догарифмов синусов углов первого ввадран- 
та черев одну минуту хотя и является делом весьма утоми- 
тельным, но уже не требует каких-либо новых соображений. 

Еели угол, для которого ищется логарифм синуса, больше: 
30°, то прежде веего по таблице натуральных тригономет- 
рических линий находится соответствующий синус и в ради- 
кальной таблице ближайшее к нему число вместе е своим лога- 
рифмом. По этим данным, пользуясь уже об’яененным приемом, 
наконец можнонайти искомый логарифм синуса, заданного угла. 

Еели еинус настолько мал, что выходит за пределы ра- 

дикальной таблицы, то его нужно увеличить в 2,4,... 
.. . 200,400 и т. д. раз, пока не полузится число, лога- 
рифм которого может быть найден при помощи радикальной 
таблицы; переход же к логарифму данного синуса совершается 
путем прибавления одного из чисел приведенной выше вепо- 
могательной таблицы. 

Впрочем, Непер дает и другой прием для определения 
логарифма синуса угла, < 45° по известным логарифмам сиву- 
сов углов >> 45°. Этот прием основан на употреблении формулы 


Г яп = Г 5000000 -{- Г эп 2% — Свт (90°—4), 


получаемой логарифмированием известного соотношения между 
п 2, вх и 608 =, которое на старинный манер долж- 
но быть написано в виде: 


эп 9х _ 608% 
зшх 5000000 ° 


Мы изхожили существенвые черты примененноо Непером 
способа вычисления логарифмов со всеми подробностями, чтобы 
яснее было видно, что этот способ основан на точных теорети- 
ческих соображениях и при состоянии науки того времени был 
выбран вполне целесообразно для достижения намеченной цели. 
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Точность таблиц Непера. 


Дазно уже было замечено, что последний знак в логариф- 
‘мах Ненера не верен. Однако, причиной этого является не 
неточность способа вычисления, который применялся Непером, 
но, как впервые обнаружил Вио (В10й), вычислительная ошиб- 
ка, донущениая при составлевии второй вепомогательной 
таблицы. Вследствие этой ошибки логарифиыы Непера меньше, 
чем следует, и золжны быть увеличены прибхизительно на 
3 —6 
8 * 10 
5000000, даег логарифи: 


Г 5000000 = 6931469.22, 


их величины. Так, например, Непер, для чиела, 


между тем Био, по способу Непера, после исправления указан- 
ной выше ошибки, получает 


Т, 5000000 = 6981471.8089; 


если сличить это число с найленным по другому способу 


Т 5000000 = 6931471.305599, 


в котором все десятичные знаки верные, то окажется, что 
разница начинаетея только в третьем знаке после запятой. 

Некоторое несогласие в логарифмах синусов углов, мень- 
ших 45°, вычиеленных по двум указанным выше способам, 
не ускользнуло и от самого Непера; но, не заметив ошибки 
своих вычислений, он припиеывал это несогласие неточности 
таблицы натуральных синусов, которой пользовался, и считал 
поэтому полезным перевычисление такой таблипы для 
радиуса 108. 
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Как отнеслись к логарифмам современники Непера. 


Изобретение логарифмов было сделано во-время и отве- 
чало назревшей потребности. Не нужно поэтому удивляться, 
что знакомство с логарифмами распространилось в Англии и 
в контанентальной Европе быстрее, чем можно было ожидать 
по обстоятельствам того времени. 

В Англии Эдуард Рийт (Еф\уага У’), трулы которого. 
занимают почетное место в истории навигации, усмагривая 
пользу логарифмов в применении к задазам навигации, пере- 
вел Осзсгрйо на английский язы и собирался издать свой 
перевод © одобрения Непера, но умер в 1615 году. Этот 
перевод был изцап его сыном Самуилом Райтом в 1618 году. 

Другой выдающийся английский математик того времени 
Генри Брии (Непгу Вироз, 1556—1630), заинтересовавитись. 
открытием Непера, дважды посетил его лично в 1615 и 
1616 годах и после живого обмена мнений задался целью 
составить более обтирвые и более отвечающие десятичной 
системе счисления таблицы логарифиов. Об этих капитальных 
трудах Брагга мы будем иметь случай подробвее говорить 
ниже. 

Из континентальных математиков более, чем кто-либо 
другой, был способен оценить пользу логарифмов знаменитый 
Кеплер. В изданных им Эфемеридах 1620 тода Кеплер в 
качестве посвящения поместил письмо к Неперу, датирован- 
ное 28 воля 1619 года, в котором горячо приветствует автора 
этого благодетельного для Астрономии изобретения. Кеплер 
далее пишет, что проверил таблицы Непера и не нашел 
в них существенных ошибок. Это письмо написано два года. 
спустя после смерти Непера, о которой Кеплер, очевидно, 
не знал 

В 1624 году сам Кеплер издал таблицу логарифмов, по- 
добную таблице Непера, но несколько иного устройства, под. 
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заглавием: „Той. Керет. Ома; Тодотгийтотит а@ Юйает 
пинтегоз тонт@Яо$ Магрогол 1624. 

Нелишне также упомянуть, что в знаменитых Рудольфин- 
ских таблицах 1627 года первых таблицах планетных дви- 
жений, построенных на основании законов, им же отерытых, 
Исплер широко пользуется логарифмическими вычислениями. 

Из других таблиц логарифмов, подобных первым таблицам 
Непера, заслуживают упоминания таблицы Вениамина Урсина 
(Вепдалюиа$ 'Отзиаз): Мадтиз Сапоп Нзапдогит ТодатИ- 
214сиз, Союшае 1624. Эти таблицы также дают Неперовы 
логарифмы синусов с той лишь разницей, что углы идут 
через 10” и логарифмы даны с 8-ю злаками. 

Около того же времени были выпущены Бриигом первые 
таблицы десятичных логарифмов, которые своим удобством 
прензошли все прочие и скоро вытеснили их из употребления. 


Бюрги и его Ргодгезз-Табшеп. 


Обыкновенио и совершенно справедливо заслугу введения 
логарифмов приписывают Неперу и Бюрги. О работах Непера 
мы уже говорили с доетаточными подробностями, и теперь 
спрсведливость требует расемотреть, что в этой области было 
сделано его сопернпком Бюрги. 

Совершенно несомненно, что Бюрги работал вполне неза- 
висимо от Непера, но паходясь под влиянием замечаний 
Отифеля о пользе, которую можно извлечь для облегчения 
численных вычислений из сопоставления арифметической и 
геометрической прогрессай. 

Таблицы Бюрги, подробности о которых читатель вайдет 
ниже, были изданы только в 1620 году, следовательно уже 
после смерти Непера, под заглавием: „Ат шейвене опа 
Сеотевгвсве Ргосгевз-ТаЪеп, заш 6 огбадаПевем 
ОпфегглеВь м:е з01сВе вабНев 11 аПег1еу Весвпип- 
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еп та рефгацевеп, ип@ уегзёапдеп мегдев во“. 
Ш. 4ег АЦеп Э4ааё Ргах па Фабг 1620. 

Это издавие принадлежит к числу редчайших и вместе 
< обещанным в заглавии наставлением, которое имеется 
впрочем только в рукописном виде, находится п городской 
библиотеке города Данцига. Азвтор настоящего очерка в 
подлиннике этого сочинения не видал и может сообщить о 
нем сведения только по имеющимся описаниям. Все данные 
говорят за то, что Ргостезв-ТафШев были составлены в 
самом начале ХУП столетия. Сам Бюрги по этому поводу 
говорит: „Опа © 01 161 пб д1езжеп Табщев уог о 1еЪеп 
Лабтеп шт чифелок во БабБ Чоев пеш Вегий уоп Чех 
Ефиоп @егвеЬеп ешфаЦеп“. С этим вполне согласустея 
утверждение родственника Бюрги Вениамина Брамера, жив- 
шего в его доме с 1603 по 1611 год, согласно которому 
упомянутые таблицы были составлены в этот период времени. 

О том же свидетельствует Кеплер в одном месте Рудоль- 
финских таблиц, где сказано: „001 ебала ар!еез юслзНе Уаз 
Вуге10 08 ап аще еб олет Мерегапат Уашт ргае!- 
уегип6 а9 0$ 13158003 ГосагВхаоз. Её Ботло сопебмог её 
зесхебюгию зпогиш ©1805 Юебла ш рагёл дез и, поп а@ 5105 
раб сов ебисаха6“, 

По всем этим данвым спразетливо считать Бюрги вторым 
изобретателем логарифмов. Но для беспристрастной оценки 
его работы нужно еще посмотреть, как и в какой связи 
Бюрги ввел понятие о логарифме. Лучше всего это усматри- 
вается из его собственных слов. Указав на трудноети, евя- 
занные с выполнением умножений, делений, извлечением 
корней, Бюрги продолжает: „Пегочуессв 16В ги аНег Йей 
резиср6 ив сеахойеб Ъае, сепега! 'Табщеп тя егЁпаеп, 
шЦ м@ереп шапп @е уогропапьет Басбел аШе уеггеЩеп 
пбеще. ВебгасЫенё дегомуебеп @е Есепзсва оп@ Согтгез- 
ропеп2 ег 2 ргостеззеп а]з7 Чег АгИЪтейзевеп хо ф Сео- 
плобазсБеп, аз \уаз ш ег 1% МиШрПаегер, 156 11 1епег 


Ворос ООО ООС ОсОО 
Анетси (веба сотен (ве Ргосгеб 


ФабиеплЛатЬе пейпойсЬет утенысЬе/хоте ©1се пивНсЬ 
штаИетеу Кефтиидия эивефтян фей депо осели трсгоел (01. 
Е еее 


ри у) 


Е 
бои! Зи ег ЭШеи Фе ргад/ бу Рац! 


СОфеплих «кат Чиуег сес Фиби ети буш Ауафе 16 20. 


ое 


Реванае О фьаисе За 
100090000. 


ХИ ОС 


Заглавный лист из Ргодгез5-Тафийет Бюрги 
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пог Абдио, оо уаз ш ег 186 Огу1дегев та зепег Эофзга- 
Мего ип \маз ш @ег 186 таФосет даайгаало ехёгайит т 
1епег пиг 156 МаНлегеп. табсет суБсат ехбгабть пог Ш 
3 а190т чата 50 ао Гог 1а апдеги даалывеёел, $0 ВаЪе 1ев 
111653 обыПевегез егасМеБ 2152 Олезе 'Таред а 50 7 
сопебтшего 4282 аЙе Хз Шеп з0 уогаШеп ш @етвеБев тзбоев 
зерл4еп у’егдеп“. 

Довольно сопоставить эту выдержку с приведенными выше 
соображениями Стифеля (етр. 10), чтобы понять, что вся 
заслуга Бюрги сводится лить к материальному осуществлению 
идей Стифеля; конечно, это было делом нелегким, но все же 
не было новым идейным приобретением. Если Бюрги для 
практики вычислений дал то-же, что Непер, то для теории 
логарифмов, для более глубокого познания их сущности, 
сделал гораздо меньше, чем Непер. 

Именно, чтобы отметить эту разницу в заслугах обоих, 
мы с такою подробноетью остановились на Неперовом поня- 
тии о логарифме, ках величине, сопутствующей всякое число, 
и показали, каким образом на, этом понятии и на извлекаемых 
из него следетвиях Непер построил свой способ вычисления 
таблицы логарифмов. 

При составлении своей таблицы Бюрги сопоставляет две 
прогрессии: арифметическую 


Ш. м... ющ.. 


числа которой он называет красными числами (го\е 
Гаеп) и которые действительно напечатаны красной краской, 
я геометрическую 


з 


10°, 108 (1-Е) 1 (1+) 10 (1-е) = 


1 в 
108 (1+) а 
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числа которой он называет черными числами (зеНугагге 
7аеп). Все дело сводится в вычислению ряда черных 
чисел. Это вычисление, хотя и утомительное, приводится 
только к сложениям, так как каждое черное число получается из 
предыдущего прибавлением одной его десятитысячной. В самой 
таблице аргументами являются красные числа, табличными 
же значениями черные, тах что таблица Бюрги есть пер- 
зая таблица антилогарифмов, за основание которой, 
если разделить все черные числа на 108, можно принять 


у 1.0001. Для выяснения устройства таблицы Бюрги мы 
приводим здесь снимок одной ее страницы. 

Следует заметить, что таблица Бюрги воставлена очень 
тщательно, и последние зваки в ней верные. Для примера 
возьмем сопоставленные у Бюрги полное черное число 
1000000000 и полное красное 230270.022. Так как 
десятичный логарифм 1.0001 есзь 0.00004342727686, то по 
умножении егона 230210.022 получается 0.9999999997, что по- 
сле умножения на 108 даст 99999999.97 вместо 100000000; 
и Бюрги сам замечает, что полное красное число немного 
больше 230270.022. 


Переход к десятичной системе логарифмов. 


Уже сам Непер уематривал некоторый произвол в выборе 
системы логарифмов. Система логарифмов, им вычисленная 
и опублакованная, была выбрана в соответствии с потребностями 
тригонометрии того времени. Хзрактерными особенностями 
ее являются две: 16°. логарифм полного синуса, т. е. 107, 
принят равным 0;2°. © возрастанием синусов их логарифмы 
убывают. 

Вторая особенность связана © естественным желанием иметь 
логарифмы синусов, выраженные положительными числами. 
Что же касается первой, то необходимо помнить, что в ХУП ето- 


О———ы 


сн о 
Г` о | уоо [| 1ооо | 1500 | 2900 


| 25оо | зооо | 359 


©] 1090000000 [109$01227| 101004566 | 101911230| 020200321 102931384 |1030445299| 10356175 
10] -..-ЕОООС|- =, -иЕ 277] - - - -1УБб7| - - - -21381 | - - - -302 34] - * = "41637 | --- -95603 | - - - 72144 
20] 4...20091 |, - 71179] -:- 7 е|. - - - 31974 [ - - - -47437] - + --553971 | - = 65905] - › - -Я2 2 
39] .---30903|--- 31330] *- -35271| -- - "41687 | + - - „90641 [ +. . 6214.6] -»- «7б2Е6| - - - - 9286» 
е.*} «р. -47374| * сина -60846|- 72402|-.-.-86523| 103603221 

6]... - 50010]. - - : 51447 + - указ [. ---бУмоВТ. . - 71062] + + - 82667 | ---:96232 ВЕТЫ 

2 = "бу Ь - -* 221 58 - "1255 + = - 92918 | 103 1727142| -- +23942 
7 "7761 | ----82309| - > - - 1467 [ 102603177] + =. "1745: -'- 34305 
- 2+ 81656[----857559] - - == 914.65 | 1+1 676] - 


-9120? 


. 41 -- 101602627 
1001000451 10064 ино? 


2-5 2737 
2°7с49 


-*38077} ›*--7703, 
- 48391] -*--653 9: 
*-5870 8] +. -.7;7б+ 


м -- #0132 


1 ГО| = - = - 1005$ | > 11834 „тб 


130]... -20066| . - - 139; 
139]. -. 30078] + =, - 3195? 
140 .47о9г 40°” 


и: - ОГО 


-2623у 
3637 
- - = 4646; 
9 
„66696 
=... 76812 


т -зЗат 
-:. 43274 


1: стая 


а 42523 
52738 
52913 
-63654|----73169 
160 -б0120|.- -б2150 .7877< | - 53356 
170] -. --70436|-.-- 72116 --1 89938] - *-тозбле 
ИВО] ь.,.ВО8 53|. - - -82283] + * * -365У3С | - - - - 94106. 
190]... -9ОТ7Е|-- + "923 91| - => 59704» ] 19170477; 
зоа] тоозоороо | 19972476107 377193| .---14446 


——_—_— 


Е] *1021С| --- 12491]. = - -Е72Ъу| - - * -240ЕТ 
«.. 22762 | = „27411 


рее, ити 


$4343у 
--- "64755 
и: УУО2Е 
..›-3578У 


+2: -7557 
107705877 


ив +2793 351" "-убу0т 
=. 89606] Оз7обЯт‹ 
о. 
103210295 
- *--10616 
. 3093ъ 
‚> -4126. 
> --919%59 


#0 -.,. 52084 


-1724а 
27613 
ля 


=. 


103203124 
*:- 214045 
1.24266 


* 2636» 
„- > -звба“ 


| 


> - 158734 
----б91а- 


|: 48365 


=. бащс 
.---72237 
„- Язуба 


в Р- 
-:-:5: 357 
1С3&С: 244 


,-. 1971 9С 
-.- 67456 


очи. 


239. ›.зо24а 


ы 


220] .-.- 20231 
2-- 32634 | - -- - 37023 
#-- 422707 


*-* 47657 
=“ - 7373 
1: бас [+ ---б79^ 


273]... .7о35: сов: 


РН ыЕХ 
-67313 
стас 


- 77741: 
2. ..В5020 
--- =. 98709 


2-9 235? 
103323211 
о изсут 
-- 23553 
*3416 
-** 44443 


--* 10624 
*)*1* -2А00У 
22731337 
--- 372709 
*`521Ф, 
--- 6454: 
*-- 74883]. *'7292- 

„бузту! - -- 8331 
4-е рекИ +5 - ^9 без 


2. - 175381 
-*. -35616 
2: 95=45 
12396-74 
= +1632 
еб, 


—————- 

м 
[С] 

© 
о 
5 

ыы 

= 

ы 

|: 


#7835 [+ -. в566- 
„8316: * 95745 
983914 191106725 
10130841: 
ив ту > 
28654 


1023С3у79 
22-18560 
= 1*- 9143 
22-35415 
.4970+ 
79993 
“вона: *87293 


280] ...-6В037° Е 3От 


293] -:. уэзое 
305 
за 
32. 


|157: ыы 
Е: 


2. .1046;|-- +1324 2." -26387|**' "3676 


21-36575} - * - -47003 


1Озуо409Е 
2.2.144 81| 
2 --.24$373 


48 95С] ----5б9Зи 
375] .--.гоу96] - -- "59 58О| - - --5 9055 - 67124 
А нее 

. бобзи|.*--63667 
.7065-. - 7375? 
..92т04|----83Я39 
390]... -50742 | * +. -У3527 


409 [19060378 ;{7009040 17 
4:0|.-- 10821 14107 


20|. ---20867 
304. --30904 


Мао 


2+ 67473] -* 
79: . 


.80956|----96232 
= 908051 17944767. 


11 


ов 


щ 

м 
© 
. 


ие. бузат] -ь 1, 773 ЕЕ | -*› "57947 102301144 


293 $74595| - -- -98186 *т 1434 
2: * 39496] - - *-97687| 1024054261 ----21725 


сие. 14 


тет быЕ 3] = * = 372 бХ 
27244] --.*495659 


1: = - 375961 --- сбосз 
сев] -- 6644. 


19140977$| *--*ЕВОбь |. - - * 13905 

а. --299Еб] = $162[-..-}91 43 

“24т9у} - 3845 |... -49зУа -6290 
1. : 456404 ----$964 1]. ---73196 


3425! | - 
^-:-42948| ++. - 44384] -* > -5 0347] ›-- "58841 |. ›››6у587 *83493 
об 


еяревиелелние» 
+ 
© 
оо 


$2310 
‚< *604 


-327243 


9739>: 
$9126. 
-- 299674 
елози: 


-9 03. 
19460#04- 
22-1: 44: 
- 1884} 


= 3924 
=: 7. з06с 


„903811 103054091] -*' 20375 
тозуоебзо| --.-14тот 
=108833| - - «-2469- | +. 
+2113 
*91974 


797134. 
- 807853] --* 89432 


оне 


я: 


о. 45а 


.8476* 
23767 


19150108С] 102003831 
11230] + -"-3ОО3Е 


Страница из таблиц Бюрги 


ПЕРЕХОД Е ДЕСЯТИЧНОЙ СИСТЕМЕ ЛОГАРИФМОВ. 48 


летии тригонометрические величины рассматривались не как 
отношения, но как длины, выраженные в тех же единицах, 
как радиус круга, т. е. полный синуе. По этой причине в 
тригонометрические формулы всегда входил радиус, и ввычи- 
слениях очень часто при‘ одилось умножать и делить на этот 
радиус. Для того, чтобы при логарафмических вычислениях 
облегчить эту операцию, проще всего было принять логарифм 
107 равным 0. Но © этим оказались связанными другие 
затруднения. Прежде всего усложнились правила логариф- 
мирования, которые имеют простейший вид только в том 
случае, когда логарифм единицы принят равным вулю. Затем, так 
как разность логарифмов чисел, находящихея в отиошении 1:10, 
в системе Непера выражаетея неудобным числом 23025842, то 
умножению или делению числа на 10 или на степень 10-и, 
что приводится просто к перенесению запятой, соответствует 
прибавление или вычитавие кратного предызлущего чиела, 
а это является новым усложнением в логарифмических 
вычислениях. 

Указанные недостатки первоначальной системы Непера 
уничтожаютсл, и логарифмические вычисления приобретают 
всю возмовную простоту и гибкость при переходе в десятичной 
системе логарифмов. 

Обыкые венно эти десятичные логарифмы называются Бригго- 
выми, и честь введения их приписываетея Бриггу, но это не 
совсем точно. Сам Бриггс в предисловии к Аг тейсь 
Торалх риса рассказывает, что на своих лекциях в Отезйат 
СоПеве он предлагал систему логарифмов, в которой логарифы 
полного синуса, принимаемого равным 101, полагалея нулем, 
логарифму же одной десятой полного синуса, т. е. чиелу 10°, 
приписывалось значение 101©. Эту систему он сообщил Неперу 
ри первом с ним свидании в 1615 году, ва что Непер за- 
метил, что он и сам давно считал желательным такое изменение 
и полагал, что его лучше всего можно достигнуть, приняв 0 
за логарифы 1, а 10:6 за логарифм полного синуса; и я не за- 
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медлил признать, прибавляет Бригг, что это было го- 
раздо удобнее (1опое соштоб1в пита). 

Намек на более удобную систему логарифмов можно видеть 
уже в приведенном выше Афтошво (стр. 14). Но с полной 
эсностью и именно Точно о десятичной системе логарифмов 
товорится в прибавлении (Аррепх) к Сопзглоейо. В этом 
прибавлении прямо указнвается, как наиудобнейшая, система, 
логарифмов, в которой О есть зогарифм 1, и 10 логарифи 
10-и. Упоуинаются даже два е00с0ба вычисления этих новых 
логарифмов, которыми и в самом деле воспользовался Бригг. 
В ВаБ4оюрь о том же Непер выражается следующим образом: 
«@погит (изет ТосатАтогаю зрешет аНата шаНо ргаезапт- 
Зогет подс оба шуепилия, её сгеал9: ше оото ава, сот еохота 
950 (31 Оеиз 1опелогеш уЦае её узел 1115 пвигала сопсеззег!) 
еуШеате зваблитоз; рвал адбет поУ{ сапотв воррубайодета, 
оЬ пбглаю согрох1з позыт умедтет, уз ш Вос эбаан 
оспсге уствайз гейпдюлиив: пиргии!в уего осно уго 
Т. Непче Выори ТГопдны роб Сеотзеблае Рговезвог1 её 
20160 па ]опое сЪат155йпо», т.е. «Теперь мы нашли гораздо 
более прекрасную разновидность этих самых логарифмов и 
решили опубликовать, как способ вычиеления, так и способ 
их употребления (если Богу угодно будет продлить жизнь и 
здоровье). Однако, самое вычисление новых таблиц, по причине 
слабости здоровья нашего тела, мы предоставляем людям, 
опытным в этого рода занятиях, и прежде веего ученейшему 
мужу д-ру Генри Бриггу, профессору геометрии в Лондоне и 
моему дражайшему другу». 

По всему этому видно, что и дезятичные логарифмы были 
изобретением Непера, но составление первых таблиц по 
новой системе всецело принадлежит Бригту. 

Ужев 1617 году Бригт издал таблицу десятичных логарифмов 
под заглавием: С/и#аз Тода’ итогит. Эта таблица содержит 
логарифмы первых тысячи чисел с 14-ю знаками. Семь лет 
спуетя Бригг выпустил свой капитальный труд: Атййтейса 
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Тода таса. Топбли. 1624. Это большой том ш Но, содержа- 
щий 88 страниц введения и 255 страниц таблиц. Введение 
знакомит читателя с основными свойствами десятичных лога- 
рифмов, способом их вычисления и различными применениями 
к задачам арифметики и геометрии. Таблицы дают десятичные 
логарифмы с 14 знаками (написанные по тогдашнему обычаю 
в виде целых чисел) для чисел от 1 до 20000 и от 90000 до 
100000, а в некоторых экземплярах до 101000. 

Пробел, который таким образом еще оставался, был вскоре 
заполнен Влакком (Абтап У1асд). Вхакк выпустил в 1628 году 
под тем же заглавием: АтИЬтоейеа, ГосзгЫса (Сопдае 1628), 
как второе издание книги Бригга, большой фолиавт, содержащий 
около 450 страниц. Здесь даны логарифмы всех чиселот 1 до 
100000, но уже только с 10 знаками; в виде прибавления 
приложена еще таблица десятизначных логарифмов тригоно- 
метрических линий се промежгтком для аргумента в 1”. 

Более обширные таблицы лотарифмов триговометрических 
линий были подготовлены Бриггом, но он умер, не успев их 
издать. Поеле его смерти, обработанные Геллибрандом (беШ- 
Ъгава), они были изданы в 1633 году Влакком под заглавием: 
Тидопотейиь Буйатиса. В этих обллирнейших таблицах при- 
нято деление квадранта, как обычно, на 90 чаетей или гра- 
дусов, но каждый градус подразделяется на 100 минут, ми- 
нута—на 100 секунд. Схожее подразделение гораздо позже было 
некоторое время в употребления во Франции поеле революции. 

В Тясопошебла ВгНапиеа логарифмы синусов даны с 14, 
логарифмы тангенсов © 10 знаками, и разность табличных 
аргументов принята в о. градуса. 

В виду необычности принятого в Тюопотейла ВгЦапиеа, 
подразделения углов ВлакЕ в том же 16338 году выпустил 
свою Т/’оопотейча Атийслайз, где при обычном разделении 
угла даны через каждые 10” логарифмы тригонометрических 
линий с 10 знаками. 


46 ОЧЕРК ИСТОРИИ ЛОГАРИФУОВ. 


После появления АгИотейса ГосагиНищеа Бригга и Влакка, 
Тиюопошена РуНапшеа Бригга и Тиеопоштебча АтблаНв 
Влакка громадный труд вычисления первых обширных таблиц 
десятичных логарафмоз был закоичен. В дальнейшем оста- 
валось лишь исправлять неизбежные при таких вычислениях 
олтибки, уменьшаль об’ем таблици придавать им более удобную 
форму. Но при этом веегда основой служили упомянутые выше 
капитальные сочинения. Эти сочинения навсегда останутся 
памятниками необыкновенного тртдолюбия двух людей, которые, 
располагая столь незначительными средствами, не отступили 
перед задачей огромной трудности. Даже теперь, когда мы 
располагаем столь разнообразвыми и могущественными спо- 
собами для вычи-ления логарифуов, немногие согласились бы 
взяться за труд составления таких обширных таблиц, каковы 
таблицы Бригга и Влакка. 


Кан Бригг вычислял логарифмы. 


Чтобы судить какого, огромного труда потребовало вы- 
числение четырнадцатизначных Бригговых логарифмов, мы 
ра‘емотрим теперь подробно примененный Бриггом прием 
вычисленич. 

Уже упоминалось, что для этой цели Бригг воспользовался 
двумя способами, которые были предложены Непером. Осно- 
вание первого способа © современпой точки зрения об’яснить 
очень нетрудно. 

Положим, что требуется найти © 14 знаками логарифм 
числа а, которое можно предполагать заключенным между 
1и10. Возведя а в степень с показателем 10“, найдем. что 
целая часть логарифма числа @ло1* или характеристика как-раз 
даст 14 первых знаков после запятой для искомого логарифиа. 
Но известно, что характеристика ва одну единицу меньше 
числа цифр, заключающихся в числе. Поэтому остается только 
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узнать, сколько цыфр заключается в степени 5“. Найти 
все эти цыфры, конечно, невыполнимая задача, но определить 
их число, при соблюдении некоторых предосторожностей, воз- 
можно. Лля этого иужно пользоваться тем, что число цыфр 
произведения или равно сумме чисел цыфр множителей или 
на одну единицу меньше, при чем для суждения о том, какой 
из этих днух случаев имеет место, достаточно знать только 
песколько первых цыфр множителей. 

Вычисление логарифмов по этому способу, конечно, требует 
затраты огромного труда. 

бригг в применении к числу 2 находит, что в числе 
210“ заключается 30102999566899 цифр и сообразно этому 


получает 
Тод 2—0. 30102999566398. 


Этим первым способом Бритг пользуется, повидимому, 
только в отдельных случаях, предпочитая вообще второй 
способ, который кажется ему более легким. 

Чтобы об’яснить основания этого второго способа, мы 
должны, оставаясь в круге идей Непера, дать определение 
логарифмов в таких системах, в которых 0 есть логарифм 1. 

Представим себе две прямые 
АВи РВ, из которых первая про- А С МВ 
стирается неопределенно вправо 
от 4, вторая же простирается не- 
определеннов обе стороны отточки  Р х К 
.Р. На пврвой прямой расстояния от- 
считываются от точки А, при чем точка С отетоит от 4 на еди- 
ницу длины; на второй прямой раестояния (положительные 
или отрицательные) отсчитываютея отР (вправо или влево). 
Пусть по первой прямой перемещается точка ©0 скоростью, 
растущей пропорционально расетоянию от 4; в то же время 
по второй прямой перемещается точка с неизменной скоростью. 
Предполагается еще, что обе точки одновременно проходят 
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через положения Си Р. Если в некоторый момент времени 
первая точка занимает положение 1, а вторая находится в Х, то 
длину РХ мы будем называть логарифмом числа АМ: 


РХ—1д АМ. 


В этом определении логарифма остаетея еще некоторый 
произвол, зависящий от того, каковы скорости точек в тот 
момент, когда они занимают соответственно положения Си Р. 

Проще всего принять эти скорости равными, и тогда полу- 
чается система натуральных логарифмов; при надлежащем же 
выборе отношения между этими скоростями можно достигнуть 
того, что 1 будет логарифмом любого данного числа (боль- 
шего 1). Согласимея обозначать натуральные логарифмы зна- 
ком 109, оставив знак Г0у для обозначения логарифмов 
в других системах. Тогда, если скорости точек в момент 
прохождения их через С и Р равны, то 


РХ —19 АМ. 


Если ке упомявутые скорости находятся в отношении 
1:11, то пройденное второй точкой расстояние будет меньше 
предыдущего в том же отношении; отсюда ясно, что логарифм 
какого-вибуль чиела а в любой системе связан © натураль- 
ным логарифмом того-же чиела соотношением 


Тода Мда 
Если мы хотим, чтобы [00 10.—=1, то должны взять 
—, ——_; Поэтому связь между десятичным и натураль- 
09 10 
ным логарифмом будет такая: 


Все дело приводится в отысканию натуральных логарифмов. 
Мы будем поэтому предполагать равными скорости точек 
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в момент их прохождения через С и Р. Так как при прохо- 
ждении пути СМ —=а — 1 скорость первой точки уволичивается, 
между тем, как вторая сохраняет свою скорость, то очевидно 
РХ < СМ, 
т. е. 
Юа<а—1. 


Еели же заставить вторую точку двигатьел ео скоростью, 
которую получает первая только в конце пути С2М, то вторая 
точка пройдет расстояние РХ’, большее СМ: 


РХ > ОМ. 
При этом РХ” во етолько раз больше Р.Х, во сколько 


скорость первой точки в М болыше скорости той же точки 
в (С: отсюда по закону движения первой точки 


РХ:РХ = МА: ОА =а:1. 


Следовательно 
РХ’ = ад а, 


и вышеустановленное неравенство 


РХ’> СМ 
принимает вид 
, 1 
09 а>1— = 


Сопоставляя оба неравенства вместе, можем написать 
а— 1 
— < юа<а-1....... (1). 
же 
Заменим здесь а через и а и примем во внимание, что 


— 1 
109 У а =>» 100 @; тогда получим 


а Уз, ... (@) 


а 


Исторгя логзрифиов. 4 
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Разность между полученными границами логарифма, равная 
зави, э.,——- т, 2 
та» Та {2 У е—у 
в — т т 
Уз Ио 


будет меньше, чем 


У а (094)* 


И 


и, при достаточно большом 27, делаетея сколь угодно малой. 
Если вникнуть в способ вычисления Бригга, то можно сказать, 
что он пользуется приближенным равенством 


ю9 а=т У а— 1), 


предполагая 7% достаточно большим; хотя это заключение 
прямо Бриггом не высказывается, но вытекает из сущности 
его способа. 

Для получения корня из данного числа достаточно высокой 
степени очевидно, что удобнее всего последовательно извлекать 
квадратный корень, т. е. принимать за 2% некоторую степевь 
2-х. Чтобы получить налуральный логарифм 10-и Бригг 
последовательно извлекает квадратный корень 54 раза подряд 
с числом знаков, растущим от 27 до 38. 

Результат этого вычиеления занимает целую большую 
страницу; мы огравичимея поэтому лишь сообщением одного 
последнего чиела, 

54 


У 10 —1=0.00000000000000012781914932003235. 


Умножение этого числа на 2 5% даст натуральный логарифм 
10-и по крайней мере с 19 знаками; после чего найдется 
следующее значение для модуля десятичной системы лога 
рифмов: 

1 


М=, _=0.484294481903251804 
109 10 
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Для отыскания логарифма 2-х Бригг замечает, что 
210 — 1024 и что, поэтому, достаточно найти десятичный 
логарифм чиела 1.024, которое ближе к единице, нежели 2. 
Сорок семь последовательных извлечений квадратного корня 
дают 
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И: .024 —1=0.00000000000000016851605705394977. 


После умножения эгого числа на ЛГ и затем после сорока 
семи удвоений находатся десятичный логарифм чиела 1.024, 
а отсюда уже и Год 2: 


Тод 3 0.301029995668981195 


© 18 знаками. Вычитанием этого числа из единицы получается 
логарифы пяти: 


109 5 =0.695970004336018805. 


Для отыскания логарифма 3-х Бригг прежде ищет лога- 
рифм 6-и. Замечая, что 6% = 10077696 и извлекая из числа 
1.0077696 сорок шесть раз квадратный корень, Бригг 
полобно тому, как показано было для числа 2, получает 


Тод 6 =0.71815125038364363 


и отсюда находит 


109 3 =0.47112125471966244 


Затем для отыекания логарифма 7-й и следующих про- 
стых чисел Бригг пользуется некоторыми сокращающими вы- 
числение обстовтельствами. Так, число 7“ — 2401 только на 
единицу превосходит 2400 —6.8.5.10, логарифм которого 
известен; следовательно, достаточно по предыдущему способу 

401 


ь 240 у 
й ==] 00) ВА 
найти логарифм отношения 9406 1.0004166 з 


близ- 


* 
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кого к единице, что является обетоятельством выгодным, 
позволяющим уменьшить число последовательных извлечений 
квадратного корня. Для следующего простого числа 11 Бригг 
пользуетея тем обстоятельством, что 992 = 34. 112 —= 9801, 
между тем 9800 =1. 14.10.10, так что достаточно оты- 
скать логарифэг числа во = 1. 000102408163265306. По- 
добные же упрощения возможны и для дальнейших простых 
чисел, и Бригг указывает их в 060бой табльце, обнимающей 
все простые числа до 100. 

Наиболее тяжелой операцией в этом способе Бригга яв- 
ляетея многократное последовательное извлечение квадрат- 
ного корпя. Бригг дает особый прием для сокращения этих 
действий, но мы на раесмотрении его уже не будем остана- 
вливаться, чтобы не отдаляться от главного нашего предмета. 

Но и при всех этих упрощениях вычисление логарифмов 
по способу Бригга продолжает оставатьея крайне трудным. 
„ОпалЁ ает 1афог1з лег таги хеНодиоготдие пошехгогииа 
ргохите забзедисиби Госах оз пуешге, ФаеЙе робег1 ди15- 
раш, сх №5 даае зехю СарЦе её ргаессЧелИиз таит, 
а@1саге“. Вот что говорит вам Бригг, и © этим всякий со- 
гласится, если только попробует повторить вычисления Бригга 
хотя бы для одного случая. 

Знакомство с деталями вычислений Бригга еще больше 
заставляет нае удивляться не только необычайному трудолю- 
бию и терпению цервых вычислителей логарифмов, но и их 
умению 60 столь незначительными средетвами достигнуть на- 
иеченной цели. 

Уже после того, как логарифмы были вычислены и вошли 
во всеобщее употребление, была замечена связь между ними 
и квадратурой типерболы, откуда затем Николо Меркатор 
(№соамз Метгсайог) в 1668 году вывел свой знаменитый лога- 
рифмический ряд— первый ряд, который встретилея в истории 
математики после геометрической прогрессии. 
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После этого открытия совершенно изменились не только 
способы вычисления логарифмов, но и самое понятие о ло- 
гарифме претерпело дальнейшую эволюцию. 

Мы проследим теперь возможно короче связь идей, которая 
сначала привела к квадратуре гиперболы через логарифмы, 
затем в логарифмичеекому ряду и отсюда уже к современному 
воззрению на логарифмическую функцию, как на обратную 
показательной. 


Каким образом подходили к вопросу о квадратуре пло- 
щадей до изобретения интегрального исчисления. 


Вопросы о квадратуре площадей, т, е. об опреде- 
лении площадей, ограниченных кривыми линиями, рабссма- 
тривалиеь еще древними геометрами и в особенности Архи- 
медом. В ХУП столетии они привлекали к себе всеобщее 
знимание. 


Из синтеза специальных приемов, предложенных разхич- 
ными учеными, в конце того же столетия развилось инте- 
гральное исчисление. Так что излагать подробно историю во- 
проса о квадратуре площадей значило бы излагать историю 
анализа бесконечно-малых. Но столь широкую задазу мы не 
можем себе поставить и потому, не входя в подробности, вак 
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поступал тот или другой автор, изложии только самую суть 
приемов, которые применялись для квадратуры площадей до. 
появления интегрального исчисления. Положим, что требуется 
определить площадь, ограниченную дугой ММ кривой линии, 
двумя ординатами ее МР и № иосью ОХ. Для простоты 
будем предполагать, что при перемещении по дуге ММ 
ордината или постоянно возрастает (как на чертеже), или 
постоянно убывает. Разделив основание площади РО на более 
мелкие части в точках Р,, Ро . .. Р._а, воеставам 
из этих точек ординаты Р; М,, Р, М... ... РМ, 1 
и затем из 4, М,, М.,. ... М, —1 проведем параллели 
ОХ до пересечения с еоседними ординатами в точках Ви, 
Е:, ЕВ... В. Так образуется состоящая из прямоуголь- 
ников фигура РИМЕ. М.В . . . .В 1 М1 В ©, 
целиком лежащая внутри данной площади, Если же из 
М, М.» ...._-М, (М) провести параллели ОХ до 
пересечения с предшествующими ординатами в точках 
5, бь. .. - ба-в То образуетея состолщая из прямо- 
угольвиков фигура Р5 М: 5,5. . . М1 В 10, кото- 
рая содержит внутри себя данную площадь. Если назовем 
искомую величину этой площади через @, сумму площадей 
входящих прямоугольников РМЕ,Р,; Р.М. ВьР и т. д. 
через У». и сумму площадей выходящих прямоугольников 
РЗМ,Р,; Р,8, М»Р»ь и т. д. через У, то на основании ска- 
занного будем иметь неравенства 


о р. 


Очевидно, что разность »„ — У, выражается суммой 
площадей прямоугольников 9М, Ва, И. М.В., ... 
(4... М т быт № В, и эта сумма будет, очевидно, 
ве больше произведения длины наибольшего из отрезков 
РР, Р Р,. . .Р._—1@ на сумму высот упомянутых 
прямоугольников, т-е. на сумму ММ... .- 
М. —18,.-.в которая равна разности крайних ординат № и 
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МР, Таким образом, если 6 длина наибольшего из отрезков 
РР, РР», Е 1 то 


меш... ...0 


Из сопоставления неравенств (1) и (2) можно сделать важ- 
ный вывод. Допустим, что число частей, на которое разбито 
основание площади РФ, бесконечно возрастает в то время, 
как каждая из этих частей бесконечно убывает. Тогда вели- 
чина, воторую мы назвали через 06, стремител к нулю; вместе 
с тем стремитея к нулю правая часть неравенства (2) и тем 
более разность », —»„. Но по неравенетву (1), разность 
между искомой площадью @ и каждой из сумм У, и У, 
меныше разности Х, — У, ; следовательно, © есть общий 
предел переменных сумм У, и УХ, при неограниченном 
увеличении числа входящих в них слагаемых, которые сами 
делаютея бесконечно малыми. Употребляя современные 06бо- 
значения, мы можем, следовательно, написать 


© — ед, Х ре... с... 8) 


Таким образом вопрос о вычислении криволинейной пло- 
щади свелея к вопросу об определении предела переменной 
суммы площадей прямоугольников, число которых бесконечно 
растет, а сами очи становятся бесконечно малыми. Пока не 
были связаны между собой задачи о проведении касательной и о 
квадратуре площадей, откуда и возникло интегральное иечис- 
ление, до тех пор не существовало общего приема определе- 
ния пределов таких сумм, как Х, и У, ; это удавалось 
сделать только для частных случаев. 


Авадратура гиперболы и связь ее с логарифмами. 


Пуеть требуется определить площадь, ограниченную 
равнобочной гиперболой ху == #*, двумя ординатами ИР и №0, 
соответствующими абециссам ОР =аи 00 —=Ь, и осью ОХ. 
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Осями координат служат асимптоты гиперболы. Согласно 
изложенному выше мы разобъем основание площади РО на 
более мелкие части путем вставления промежуточных точек 
Р.Р. . . Рф: и затем построим на этих частях входящие 


Х 


и выходящие прямоугольники. Предположим сперва, что 
промежуточные точки выбраны под условием 


ОР ОР _ ый 00 ее. 
Пар >. а 


так что их абсциссы составляют геометрическую прогрессию. 
Из равенств (4) находим 
О. [1 
В" — - = 
ОР а 
и далее 
ОР; =ОР.И—= ой. 


Отеюда следует, что длина Р-Р; выражается так: 


Р;—1 В; —= ОР; ОР, _, =ОР; 1 №—0 =— ОР; (2 —1). 


Высота входящего прямоугольника с основанием Р;—1 № 


р 
есть, по уравнению гиперболы, ОБ. И Потому его площадь 
равна, 
р В) 
ОР, ° Р.В: = 1— у < 
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Высота выходящего прямоугольнака с тем же основанием 


- 2 


ОР; _1 ь ы -е 
т И | Р;_ 11 Г (#— 1). 
ОР 1 $ 


Оказывается, что при выбранном подразделении Р@ все 
входящие прямоугольники имеют одну и ту же площадь; то-же 
относится и к выходящим прямоугольника. Сумма плошадей 
эходящих прямоугольников есть поэтому 


1 У а 
2: = (1—2) -# (1 — и 
сумма же площадей выходящих прямоугольников булет 


ое 
и и (и — 1 == в (7 т ) 


Искомая площадь @ сегда завлючаетея между этими 
границами и будет их общим пределом при бесконечно ра- 
стущем *. Таквм образом мы имеем, во-первых, два перавен- 


ства 
ы ть а , т Ь 
1 пр 1 — $ <9<Ййп —19. .. (6) 
=“ р & 
и, во-вторых, получаемое из них переходом к пределу равенств › 


0—1? преди ('-:). гы Е = 0) 
со 


#:—= 


Из последнего равенства видно, что величина @ зависит 
только от отношения а к В; на этом основании мы положим 


©. [. 
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Введенная таким образом функция © (5) выражает площадь 
между осью ОХ, ординатой соответствующей 2—1, другой 
переменной ординатой, и дугой гиперболы 2 = 1. Яено, что 
Ф(Г) —0 и что функция Ф(5) возрастает вмеете с х. Кроме 
того легко показать, что при всяких ив 


$ (48) =9 @--+®........ 4) 


В самом деле площадь от х—1 до х=аб может быть 
разбита на две площади: от 1—1 до х=а, которая равна 
ф (а), и от 2—4 до 1=06; а эта поеледнял есть 


ав 
Ф (“.) —=$ (6). Отсюда и следует справедливость равенства 


(7). Путем повторного применения этого равенства получаем 
ф (м) =по (@)......... (8) 


Отеюда следует, что Ф (а") при достаточно большом # 
и данном «>1 превосходит веякое заданное число. Поэтому 
функция о (2), возраетая постоянно вместе с х, способна 
получить при достаточно большом х значение, большее всякого 
наперед назначенного числа. Отеюда далее следует, что 
существует одно совершенно определенное значение х—е, 


при котором 
Ф (е) г]. 


2 
Положив в равенстве (8) а = е, получим из него 


г (+) =2. чаев 


уд 


Далее, приняв в том же равенстве & —е\? и заменив № 
на т, на основании (9) найдем. 


®(‹* о о 
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каковы бы ни были целые числа т и я. Я говорю теперь, 
что всегда при любом показателе степени 5 


еду Ц 


В самом деле, каково бы ни было 2, всегда существуют 


ит 


т 
две дроби я и а е произвольным знаменателем я, кото- 
рые удовлетворяют неравенствам 

т т 1 


Но функция ф (2) е возрастанием аргумента возрастает, 
откуда следует, что 


Ф (‹ >) =: 9(е”) <® ( =”) : 


или вследствие равенства (10) 


т т-Е1 
> хе ве. 
а 


Отсюда следует, что разность © (е=) — х по численной ве- 


1 
личине меньше ы & эта дробь может быть сделана еколь 


угодно малой при достаточно большом я, следовательно со- 
вершенно точно 
ф (Е) ==. 


Примем число © за основание системы логарифмов в с0- 
временном смысле; тогда, если назвать через 2 логарифм не- 
которого числа а, то 

6 —а, х=9 а 
и по равенству (11) 
ф (а) = 19 а. 
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Отсюда следует, что функция © (а), выражающая площадь 
гиперболы 1у—=1 от х-=1 до х=а, есть логарифм числа 
@ по основанию е. Чтобы выненить, какое значение имеет 
это число е, вспомним, что оно определяется равенством с (е) = 1. 
На основании неравенства (5) имеем 


$ (е) <в(Ие—1), 
=) 


1 
море) 


что после замены п на и--1 дает 


откуда 


1" +1 
е< (1+1 


Из сопоставления двух полученных неравенств для е на- 
ходим 


оон") 


Наконец, увеличивая здесь беспредельно », видим, что 


е-= пред. (1-51 ы 
вп —— 50 


Число е есть, следовательно, то самое число 27182818984. ..э 
которое играет тавую большую роль в анализе и прини- 
мается за основание натуральных логарифмов. Окончательно 
можем сказать, что площадь гиперболы ху ==1 между 2 —1 
и х—=а выражаетея натуральным логарифмом числа а. По 
этой причине логарифмы по основанию е часто называютея 
гиперболическими. Заметим, наконец, что названные выше 
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натуральными и определенные с точки зрения НМепера лога- 
рифмы совпадают с логарифмами по основанию в. В самом 
деле, для этих натуральных логарифмов мы вывели иеравен- 
ства, 


1 [2 
® (+=) <ю9а< „(У в — 1), 


откуда следует 


00 а — пред. п (У в—1) 
п— <. 


Но мы имеем также 


$(а) = пред. *(У а —1), 
Я — бо 


поэтому о (а) = 9 а, чем наше утверждение доказано. 

При определении площади гиперболы мы делили отрезок 
РФ по особому закону. Теперь разделим его на равные части. 
Пусть число этих частей будет п. Тогда абсециесы точек 
Р.Р,Р». .. - Ра будут 


РМ р. а И 


й у И 


а, а-|- 


и соответствующие им, для гиперболы ху = 1, ординаты 


1 И Ил И 


а’п—Па- в’ ®—9) а 96’ ` ° ‘аб: 


Отсюда для суммы площадей выходящих прямоугольников, 


6 —а 
имеющих эти ординаты высотами и основанием длину ——, 
находим выражение 

фа ф—а 6 —а 5 
Хх’, ав ти 
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предел которого при бесконечно растущем я дает площадь 
гицерболы между хо аих & 


Мы нашли, что эта площадь равна 109 В/а, следовательно 


р ь— ф—а $ —а 
9 а про ( па Не и мя И 2 а 


р —ц 


с м ыы 


лин ©. 


Из этого равенства будет выводон ниже логарифиический ряд. 


Квадратура парабол у = =”. 
Чтобы вывести логарифмический ряд, пам потребуетсл зиз- 
ние предела отношения 


аи” г я” 
пм и 


6 РР ГР В. 9 < 


при бескопечном возрастании я. Математики ХУП столетия 
вывели этот предел из раесмотрения квадратуры парабод у 2”. 
Положим, что ищется площадь @, ограниченная этой пара- 
болой, заключенная между прямыми х- аи ж— В (на чер- 
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теке ОР а 09 Би овь ОХ. Мы выразим эту пло- 
щадь двонким образом. Прежде всего разобъем отрезок РО на 
части, как это было сделано при первом определении площади 
гиперболы, т. е. положим, что абециесы ОР, ОР... 009 
составляют геометрическую прогрессию. Тогда положив 


в" —= 


а 
будом иметь 


ОГ; =а № ‚Г: Г; {1 = ОР; ®—1). 


Орлината параболы, соответствующая абециссе х=0ОГ., 
будет у=ОР?, следовательно площадь какого-нибудь вхо- 
дящего прямоугольника Р; М; В; + Р.- 1 будет 


# Ру 1. ОР (8—1) ат ие -ая 


Для суммы же площадей всех входящих прямоугольников 
получим выражение 
У» = (А ЕВ 1) тт Ц1 = ре -1 Ей” + - Жо 4 — 
—- И-П т = 5) 


Суммирование заключенной в скобках геометрической про- 
грессии приводит это выражение к виду 


У В] т п (т 
инет 6" бе — 1) = 
ыы —1 ф-т ти 1 

— 1—1 ( = ). 


Нам нужно теперь искать предел суммы У, при бесконечно 
растущем я. В этом случае № стремится к 1 и отношение 
р” +1 — ] 


= ЕЬМ-. ... м 


64 ОЧЕРК ИСТОРИИ ЛОГАРИФМОВ. 


стремится в пределу тж -- 1, следовательно 
ри 1 а 1 


пред. У» = ЕТ 


Таким образом получается первое выражение для искомой 
площади 
о ата 
%—= т 1 


Этот вывод предполагал а > 0. Но если предположить 
т_> 0, то парабола проходит через начало, и площадь ее 
между х=ои х=а стремится к нулю вместе с а; слело- 
вательно можно будет, по крайней мере при т > о, прямо 
положить 4 —0 и тогда для площади между х =о и х=6 
получится выражение 

фи 1 
`—Зе=Е1 


@ 


Ту же величину можно найти иначе. Для этого разобъем 
отрезок РО (т х=0 до х=5) на разные части. Еели я 
число таких частей, то абециссы точек Р, Ру, №%.... Ра 


будут 
= ава. № 


0 о 
вп’ п 


им соответствуют ординаты 


Вы 


являющиеся высотами входящих прямоугольников. Основания 
Ь 

всех этих прямоугольников имеют величину а поэтому стыма 

их площадей такова: 


Бове", . 


ит-1 
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Предел этой суммы должен быть равен найденной выше 


фи 1 
величине @ = И отсюда следует 
1 27% 28 т и ао ‚же и 1 
а 2-3" -Н@— п —. 
пт! т +1 


п=0° 
для всякого 2% > 0; кроме того всегда, 


У < ©, 
что дает неравенство 


и". .. и) 1 
Е ти 1 


для любого конечного %. 


Логарифмический ряд. 


Знаменитый ряд, дающий разложение 109 (1 =) по 
стененям 2, был опубликован Меркатором в 1668 году в 
сочинении Года тоесйта. В нашем изложении мы пере- 
даем существенные идеи приема, примененного Меркатором 
для вывода логарифмического ряда, но форма нашего изложения 
будет, конечно, совсем иная. Математики ХУП столетия пе 
чувствовали необходимости строгого изложения или не прида- 
вали этому значения. Поэтому их рассуждения в доеловной 
передаче нам покажутся неубедительными и наивными, и 
излагать их теперь в оригинальной форме значило бы затем- 
нять кроющуюся в них здоровую идею. При раесмотрения 
кзадратуры гиперболы была выведена формула 


{5 —а $—а Ь— 


Ь а 
к ры Г Г (п —Па-ь *% (®— 2)а-- 26 5 


6 —в 
—. . - Невы 


История хотарифмов. 5 
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дающая в сущности выражение криволинейной площади, как 
предел суммы площадей бесконечно малых прямоугольников 
© равными основаниями. В этой формуле мы еделаем а==1, 
$ —=1-- 2, обозначая через х какое угодно число между —Ти 
- 1; тогда получим следующее выражение длн 09 (1 +»): 


109 (1 - =) а + Ро + А = 


х 
м9: ЕН 
или отбрасывая первое слагаемое, предел которого равен нулю 


Я 
9 (1-Е <) = пред. а т в фи ие 


п=с< 


Какой нибудь член этой суммы имеет вид 


На _* - 


Ах ее 


и может быть представлен с помощью известной формулы 


1 "Аве ый 
—1 — —-... — 1-1! т —1 ь. САИ 
та ч-9 с во мы бе == 
так 
Ё Ён 12? 123 д —т ат 
а = = п-т = т —1 
| п Иа 73 76- п" 


т т 1 1 
Н(— 1)” а О Ь (13) 
В 


и 


ЛОГАРИФМИЧЕСКИЙ РЯД. 67 


йх 
для этого стоит тольковзятьа а Последний член этого раз- 


ложения 


для всех К =1, 2, 3,. .. .%—/1 по численной величине 


меньше, чем 
рт фт +1 1 


ит + Е Ё ) 
где Ё обозначает абсолютную величину х и имеет знак вели- 


чины (— 1)” 2” 1. Поэтому можно положить 


== 1) т т 1 1 У 9, (— 1)” фе дт 1 
вет дс 1—8 ет ^ 


п 


где о< % <1; вместе с тем разложение (18) приобретает 
вид 
Е 2 п ря Тат, 


== а и И ВТ в. 
п п я Г в а 


п ит 


9... {( — 1)” р ат 1 
1—8 п-т 


Нам нужно будет здесь взать # =1, 2, 3,. ...®— 1 
и затем сложить результаты. 
Полагая для краткости 


я И... (—1} , 
видим прежде всего, что сумма всех членов, до последнего 
добавочного члена, будет 


я—1 
7% 


81 $2 
1—2? ЕЕ зы Ма —1у- 
212 а +еэЭ 
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Сумма же добавочных членов, имея знак чиела (—1)” 2” 1, 
будет численно меньше, чем 
ТГ ба т 1 
ТЕ +: < ино а-5 


на основании неравенства, установленного выше. Таким 
образом сумму добавочных членов можно представить так 
(— 1)” т 1 1 


9... Ре 
т-1 1—6 


где 9, может зависеть от *, но во всяком случае заключается 
между О и 1. Сообразно © этим имеем 
х ж ж 
Е ра = 
п-х их п (и — 1 
в—1 


51 Бо 
= 4 8... 
=. ет = - 


9, (— 1х1 
1—& т--1 ° 


+ ( 1) $т —1 т 


пт 


Считая число т постоянным, будем теперь беспредельно 
увеличивать и. Так как при Езвдом данном & 


1 
ы 


? 


ы 5: 
РЕД: ига 


п = 


то совокупность членов правой части до последвего добавоч- 
ного стремится к пределу 

22 28 т—1 ддт 
а аа р 


8 т 


левая часть стремится к пределу 109 (1 -- <), следовательно и 
добавочный член, а также ©, при бесконечном увеличении я 
стремится к пределу ©, и эта величина, каки ©, , будет 
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заключаться в границах 0 и 1. В окончательном счете пре- 
дельный переход доставляет равенство 


у (1-2) —#—*, += —. ое о № 


© (—1) тут [1 
1—Ё т! ь 


| 


от которого, полагая т с, переходим к логарифмическому 
Рялу 


2. 
а) 8—6 + —. о о) 


заменяя здесь х на — х, получаем еще 


2 „3 
109 (1—2) =—#—5 —“—. а 


и путем вычитания из предыдущего равенетва находим: 


1-х 


ая о 


з 5 
109 (ен +. не г}. . & М 


Как применяется логарифмический ряд для вычисления 
логарифмов. 


С открытием логарифмического ряда совершенно изуени- 
лась техника вычиелевия логарифмов. Правда, логарифмы 
в это время были уже вычислены с достаточной точностью. Но 
при новых изданиях логарифмических таблиц нужно было 
в отдельных случаях производить проверку ранее известных 
значений; благодаря логарифмическому ряду это можно было 
сделать уже скорее и легче. Логарифмический ряд может 
быть применен к вычислению логарифмов, сначала натураль- 
ных, весьма, различными способами. Например, можно поступать 
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так. Обозначая через № ий некоторые положительные числа, 
положим в равенстве (15) 
ее р * 
=ЭМЬ’ 
тогда получим следующее выражение для разности логарифмов. 
чисех МА иШМ: 


Е т И. 
9 (М--№) —ю9 У=8 (2 МА + (Е) т 


бы: -- 1... (16). 


й 
Чем меньше отношение —_-—— ‚тем быстрее сходитея 
2м-ЕЬ’ р д 


этот ряд. Примем #—=1 и возьмем последовательно №М=15, 
№=24, М=50; назвав через Р, ©, В суммы следующих весьма 
быстро сходящихся рядов: 


1 1 1 


= -- 
1 1 1 

И Г за» + ЕТ 
о И ТИ 

161 '8.(161} 5+. Я 


получим 
109 16 — 0915 =2Р, 0925 —10924—=20 ‚109 81 -- 109 80=28 


ИЛИ 


4 09 8— 109 35—19 5=2 Р 
2 109 5—3109 2—9 8 =ч 9 
4 09 8—4109 8—9 5 =2 В, 


откуда, 
109 2=14 Р+ 10 06 В 
1090 8=92 Ру 16 9-10 В 
09 5=39 Рф 24 О 14 В. 
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Получив по этим формулам логарифмы 2,8, 5, ипходим 
1 
затем 109 10, откуда получается величина мозуля Л = 0 10 


для перехода к десятичным логарифмам. Для вычисления 
логарифмов следующих проетых чисел с помощью быстро 
сходнщихся рядов можно поступать, например, так, Вели 
взять в равенстве (16) 


М = 8—2 =4, 
то вследствие равенств 
8 — 31—29 ==(ж-Е 1) 2(х— 2), 283 — За =(и—1)* (2-3), 


получим 
09 (2-2) =209 (#1) — 2109 (#— П-Н 09 (#—2) 


НН) в) + д | 


Отеюда при х = 5 найдем 


1 1 1 | 
Е. а а в ь ы 
0091 =31098 —2092--9 г ща 855 - 5 (55 в 
что даст логарифи 7. Значения х=—6,7, 8 дают соотноше- 
ния между величинами 1002, 109 8, 1095 и 091 и могут слу- 
жить для контроля вычислений. При < =9 получается 


1 1 
10911=2 10910—2 098 97-9 т Рэя 


5 (851% Ре: 
откуда определится логарифм 11. И таким же образом следует 
поступать дальше, при чем, чем больше становятся числа, 
тем быстрее сходятся ряды. Логарифмы малых простых чисел 
2,3,5,7 ит. д. можно еще с большим удобетвом вычислять 
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при помощи нядлежащего подбора чисел №и й в формуле (16). 
При № = 80, МА = 81 —= 3% эта формула даст соотноше- 
ние между 092 409 8 и 095. Предположения 


№— 19-5, М 198 2 
№ —32768 —2%8, М--Ь — 32805 —38.5 


доставляют еще два соотношения между теми же величинами. 
Из них можно найти 105 2,105 8 и 105 5. Затем для после- 
довательного определения логарифмов 105 7, 106 11 ит. д. 
целесообразно выбирать такие комбинации чисел: 


М 2400 —100.23.3, М — 9401_ 1 

№— 9500 —100.2.7?, М+ь— 9801 — 3*.11> 
№ —=1923260—100.2°.7.11, М+Ь-- 128201 — 88.13 

м 2600 —100.2.18,  М-Ь— 2601 32, 172 
№ — 28899 — 32. 182.19, №М-+- В — 28900 — 100. 17°. 
и т. д. 


Видоизмененный способ Бригга. 


Логарифиический ряд дает прекрасное средство для после- 
довательного вычисления логарифмов, но не всегда можно им 
воспользоваться, когда, требуется найти логарифм какого-нибудь 
определенного числа. Для этой цели можно с успехом восполь- 
зоватьея способом, который является лишь развитием способа 
Бригга. Основания для этого способа почерпаются из учения о 
непрерывных дробях. Не имея возможности затрагивать эту 
сторону вопроса, мы ограничвмся лишь сообщением нескольких 
формул и их проверкой. Прежде всего можно предложить 
следующую простую формулу: 

25: 
лы (1-е)... - 4 
е2 -|- 4е" +1 150 
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тде © — некоторое число, заключенное между О и 1. Для 
доказательства мы положим 


8 (е=— 1) _8 (@ —в-=) 


Г(®) В и Е ы в" е?--4` 


Вводя сюда так называемые гиперболические фупкции 


зрх = оеык- @Ы 
ЕР. 2 
2 -е-?® 
фи — 
ейх р 
мы можем написать 
З3йх 
1 


Непосредетвенно ясно, что при х о 
7 @)==6. 


Имел это в виду и воспользовавигись известной из дифферен- 
циального исчисления формулой Коши; 


[ (=) — №(о) _ (Е) 

$(2)—$(0) Фо’ 
где & заключено между о и <, получаем в применении к 
нашему случаю 


# (2) Г® _ 1 ( бЕ- 1 )* 
дв  БЕз Е 


Но функция 
еЕ—1 


® (ВЕН? 


принимающая & — 0 значение '/в, убывает, в чем легко убе- 
диться непосредственно, составив ее производную и проверив, 
что она отрицательна; следовательно, при Ё отличном от о 
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#2 (сВЕ-2) 6 ' 


И. т 


2 150 


откуда 


А эти неравенства равносильны формуле (А). Мы приве- 
дем еще две подобные же формулы: 
(е — 1) а1е*- 38" 11) __ = (1—0 =). .(В) 
(е-п) (зе- 24е- з) Е 
__Б (6—1) (59-32 +5) _ и (1—в 
6 (е=-- 1662 36 =" 16е* о - 


лов) 
В 4100 ь 


В обеих © некоторое число, заключениое между 0 и 1, 
и 06бе проверяютея совершенно так же, как формула (А). 
Для вызиелевия логарифмов с помощью какой-либо из этих 
формул, напр. формулы (4), можно поступать так. Извлекаем 
из данного чисна @ корень достаточно высокой степени тж 


так, чтобы у а не очевь разнился от1. Лучше всего брать 7%, 


как стенпень двух, чтобы свести все к последовательному 
извлечению квадратного корня. Положив 


ты 


откуда 


ре а а 
2 а, 


и вставив эти значения в формулу (А), получим 


КУ @ —1)  _ (10да)* 
о (5-1). ао 


Отсюда найдем 109 а и будем знать пределы погрешности. 
Выбор подходящего значевия 7 соответственно заданной 
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точности можно сделать, если только будст иЗВСеТНО грубо- 


приближенное значение [09 а. Что каспется у 4%, ТО Эта 
величина дается н самом ходе вычисления. При вычислениях 
с большим числом знаков выгоднее, конечно, пользоваться 
более точными формулами (В) и (С). Если известны уже 
логарифмы чисел 2 и 5, то всегда можно ечитать а < 2. Ц- 
первых, ве@ можно свести к случаю а < 10. Затем, сообразно 
различвым зпаченияи а, можно воспользоваться таблицей: 


Если а между то а’ между 
10и9 16 1 =. 
к 8 
Зиё 1,125 ит; @- х 
8иб н.а $ бы 
э 
биб 1,2 и 1 6 а 
Э 
Би 4 ит % 8 - 
4 из 1619: 2—8 
Э 
3и2 1,5и1 © еле 
2 
ди 1 2и1 а а. 


Чтобы доказать практическую пригодность этого способл, 
применим его к двум примерам. Прежде всего вычисдим © 
пятью знаками логарифм числа «== 2.118282. 

В виду небольшой степени точности, которал требуется, 
мы воспользуемся простейшей формулой (4) или (А*). Шю- 
стой подечет показывает, что достаточно для достижения тре“ 
буемой точности дойти только до корня 16-0й степеии. Вы- 
числение, не представляющее трудностя, дает следующие 
результаты: 
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У 2.718282 — 1.6487215 
У 2.118282 —1.2840255 
У 2.118282 —1.1331485 
У 2.718282 —1.0644944 


Все эти числа даны © по- 


1 
грешностью, меньшей 107 * 


168, — —_—- 
По этим данным, полагая е — У 2.718282, вычисляем 


е2= -|- 4-1 -6.3911961 с ошибкой < 6.10-" 
48(62" — 1) = 6.3911280 с ошибкой < 48 .10-1 


Затем, по разделении этих чисел находим 


48(е?= — 1) в 
ее Рае 1 1.000000 © погрепностью < 10-°. 
Сюда еще нужно прибавить член 
(06 а} 
180.84 ’ 


который меньше 1,4.10—68; следовательно, © погрешностью 
<2,4.10-6 имеем 


09 2.718282 — 1.00000, 


что и нужно было ожидать. Вычисление по формуле (0), 
которую веегда нужно предпочитать формуле (В), сложнее 
ик ней нужно прибегать лишь в случае, когда нужно знать 
логарифм е большою точностью. Для примера вычислим по 
этой формуле 09 2 с десятью знаками. Тут достаточно оста- 
новиться на корне 4-ой степени. Вычисление двух после- 
довательных квадратных корней дает 


У 2. —1.4142135623816 } Погрешноеть этих значений 
У?2. —1.1892071150063 ] < 10-8. 
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Затем умножением этих чисел находим 


4 Е 
У8—1.6817928305226 с погрешностью < 10—18. 


Отсюда, полатая с" —И/ 2 , вычисляем 
6 ("166-366 -4-16е* 4+1) — 
—- 599.0861242451899 с погрешностью < 420.10-13 


20(561=-{- 32е*°—39е=— 5) 
—415.2548579304192 с погрешностью < 1480.10-18. 


Деление дает 


415.2548519304192 
599 0861542451899 — 0.6931471805554 с погрешноетью < 


<3.10—в. 


Сюда нужно еще прибавить член 


(109 2)* 


44100.48, 


который меньше 1,28.10-И .Отеюда видно, что 109 2 навер- 
но заключается между числами 


0.6951471805551 и 0.693147180568=, 


и, если положим 


00 2=0.69314718056, 


то погрешность этого значенил будет наверно меньше 2.10—И. 
На самом деле имеем 


09 2=0.6931471805599.... 


что вполне подтверждает предыдущий вывод. 
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Заключение. 


Развившись на почве практических потребностей, учение 
о логарифмах © ростом математической науки подвергалось 
постепенным изменениям, за ходом которых мы проеледили, 
начиная с возпикиовения первого понятия о логарифме до 
установления связи с показательной функцией и важными ри- 
дами, встречающимися в анализе. Начиная отсюда, история 
логарифмов терлет самостоятельное значение, становнеь липть 
очень маленькой частью истории развития анализа вообще. 
При этом собетвенио в истории логарифмов остается интерес- 
ным только введение логарифмов комилененых чисел, отно- 
сящееся уже к ХУШ столетию и связанное © имедем 
Эйлера. Но этого вопроса мы уже не можем касаться в нашем 
очерке, так как он теснейшим образом связан © историей 
алгебры и анализа. 
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